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E I N L E I T U N G . 

Aiii der Yersammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 

zu Halle war beschlossen worden, bei Gelegenheit der flir den Herbst 

1892 inNiirnberg geplanten Zusaimiienkunft eine Ausstellung mathe-

raatischer mid mathematiseh-physikalischer Modelle, Apparate und 

In strumente zu veranstalten. 

Sclion einmal hat — ini Jahre 1876 in London — eine solche 

Ausstellung in grosserem Umfange stattgefunclen und reiche An-

regung geboten. Geracle in den letzten Jahrzelmten nun ist diesen 

Gebieten wissenschaftlieher Bethatigung ein erhohtes Interesse zuge-

wendet worden: Den praktischen Bedurfnissen entsprechend haben 

sich die Hilfsniittel, Instrumente und Methpden, nmnerischer wie 

graphischer Redlining ganz wesentlich vervollkommnet und vermehrt. 

Der geometrische Unterricht verfiigt heute liber reiche Sammlungen 

von Modellen raumlicher Gebilcle, welche die Lagen- und Maass-

verhaltnisse derselben, sei es nach ihren totalen, sei es nach ihren 

differentiellen Beziehungen zur Anschauung bringen. Hier wie in 

den auf Mechanik und mathematische Physik beziiglichen Modellen 

and Apparaten kommen neben den Zwecken des Unterrichtes die 

der Forschung zum Ausdruck. Insbesondere fur die Betrachtung 

physikalischer Vorgange haben die Hilfsmittel mechanischer Yersinn-

lichungin neuster Zeit eine besondere, principielleBedeutung gewonnen. 

Unci ebenso ist, seit man begonnen hat, die mannigialtigen Gestalten 

algebraischer Gebilde systematisch zu discutiren, seit die Theorie 

der Plachenkriimmung direct anschauungsmassige und sozusagen dem 
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Experimente zugangliche Satze geliefert, das Interesse fur die gestalt-

lichen Eigenschaften raumlicher Gebilde und fur deren unmittelbare 

Realisirung gewachsen. 

So erschien es naturgemass, die G-elegenheit der diesjahrigen 

Versammhing der Deutschen Mathematiker-Yereinigung, die gleioh-

zeitig rait der Yersammlung der Gesellsehaft deutscher Naturforsoher 

und Aerzte in Nurnberg tagen sollte, zu beniitzen, u m ein zusammen-

hangendes Bild dieser Entwickelung vorzuftihren. 

Das Yorhaben, dessen Durchftihrung vomYorstande der Deutschen 

Mathematiker-Yereinigung dem Herausgeber dieses Katalogs uber-

tragen worden war, erfreute sich vom Anfange an der entgegen-

kommenden Forderung von Seiten des koniglich bayerischen 

St aatsminis teriums des Inn e m ftir Kirch en- u n d Schul-

angelegenheiten, wie des personlichen Interesses Seiner Excellenz 

desHerrn Staatsministers von M tiller. Durch die namhafte materielle 

Beihilfe yon Seiten des genannten kgl. Staatsministeriums ebenso wie 

durch die weiterenGeldmittel, welche das E e i c h s a m t des Tnnern, 

in liberaler Weise gewahrt hat, war das Unternehmen gesichert. 

Die Beteiligung an dem Yorhaben entsprach dem gliicklichen 

Beginne. Ein grosser Teil der mathematischen, physikalischen, me-

chanisch-technischen und geodatischen Institute unserer wie ausser-

deutscher Kochschulen hatte die in den Instituten selbst hergestellten 

Modelle ebenso wie historisch wertvolle Objecte ihrer Sammliingen zur 

Yerfiigung gestellt, Yon Museen, privaten Sammlungen, von einzelnen 

Geiehrten im In- und Auslande waren Anmeldungen eingetroffen. Es 

haben neben Deutschland Amerika, Prankreich; Italien, die Meder-

lancle, Norwegen, Osterreich-Ungarn, Bussland, die Schweiz sich be-

teiligt und insbesoiidere bildete sich in Grossbritannien ein Comite, 

mit den Professoren L o r d Kelvin, Greenhill, Henrici an der 

Spitze, u m die Ausstellung mit den hervorragendsten Gegenstanden 

aus Staats- Avie aus Privatsammlungen zu beschicken. Wohl alle 

bedeutenderen mechanischen Werkstatten, welche sich speciell mit 

der Herstellung mathematischer Apparate und Instrumente befassen, 

sowie die in Betracht kommenden Yerlagsfirmen hatten ihre Beteili­

gung zugesagt. 

Das Zusammenwirken zahlreicher Pachgenossen hat die Absicht 

durchfiihren lassen, einen ausflihrlichen Katalog der Ausstellung 
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mit dei genauen Beschreibung unci zahlreichen Abbildungen der 

einzelnen Objecte vorzubereiten und demselben eine Reihe von Auf-

satzen zusammenfassenden Inhaltes voranzustellen. Allen die hier 

Teil genommen, weiss sicb der Herausgeber des Kataloges zu be-

sonderem Danke verpflicbtet; er mochte im speciellen noch der 

wichtigen Beihilfe gedenken, welche die Herren B o l t z m a n n in 

Mtinchen unci M e h m k e in Darmstadt clen auf mathematische Physik 

und auf Arithmetik bezliglichen Abteilungen gewidmet haben. 

Die Drucklegung des Kataloges musste innerhalb der letzten 

funf Wochen vor dem Termin der Ausstellung bewerkstelligt werclen; 

der Unterzeichnete spricht der Hof- unci Universitats-Buchdruckerei 

von Dr. W o l f u. S o h n in Mtinchen fur ihr bereitwilliges Entgegen-

kommen, Herrn stud, math. Daunclerer fiir seine Unterstutzung bei 

Correctur und Anfertigung der Register Dank unci Anerkennung aus. 

In Niirnberg selbst land die geplante Ausstellung bereitwilligste 

Unterstutzung und gastliche Aufnahme bei den Geschaftsfuhrern cler 

Gresellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte, den Herren Medi-

cinalrat Dr. M e r k e l und Rector Fiichtbauer, wie bei dem 

einfiihrenclen Comite der Abteilung fiir Mathematik und Astro­

nomic der genannten Gresellschaft, den Herren Professor R u d e l und 

Grymnasiallehrer Dr. Sie vert. Herr Director v o n K r a m e r des 

bayerischen Grewerbemuseums stellte ebenso wie die Geschaftsleitung 

der Naturforscherversammlung zweckentsprechencle Raumlichkeiten 

in entgegenkommendster Weise zur Yerfiigung. 

Das k. Staatsniinisterium cles koniglichen H a u s e s 

u n d des A u s s e m hat durch seine wichtige Yermittelung und Be-

fiirwortung bei clen deutschen E i s e n b a h n v e r w a l t u n g e n den 

kostenfreien Riicktransport der Ausstellungsgegenstande erwirkt und 

weiter waren von Seiten cler Generaldirection der Zolle u n d 

i n d i r e c t en S t eu e rn in dankenswertester Weise Vereinfachungen 

fur die zollamtlichen Revisionen gewahrt worden. 

So waren alle einleitenden Schritte und Yorbereitungen getroffen. 

Die gesundheitlichen Yerhaltnisse in Deutschland veranlassten 

a m 29. August .die Absage der Yersammlung deutscher jSTatur-

forscher unci Aerzte und sie hatten auch am 1. September die 

Absage der Yersammlung der Deutschen Mathematiker-Yereinigung 
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im Gtefolge. — So kann die GregenLeistung fur das Entgegenkommen 

und die Beihilfe, welche von Seiten holier Behorclen Bay ems und 

des Reiches. von den Eachgenossen, den technischen Instituten, 

Werkstatten und Verlagshandliingen dem Unternehmen zu Teil 

geworden ist, zunachst nicht in der wirklichen Diirchfiihrung des-

selben, die Anregung unci Eorclernng in weiten Kreisen geben 

sollte, zum Ausdruck gelangen und es muss sich der Unterzeich-

nete darauf beschranken, mit der Veroff entlichun g dieses 

Kataloges R e c h e n s c h a f t u n d D a n k nie derzulegen. 

Im kommenden Jahre aber sei mit frischem Mute an die 

Diirchftihrung des Vorhabens gegangen! In M l i n c h e n dem fiir die 

nachstjahrige Versammlung der Deutscheii Mathematiker-Vereinigung 

ausersehenen Ort, werden, wie bereits in clankenswerter Weise zu-

gesichert ist, die ausgedehnten Raume der technischen liochschule 

zur Verfugung stehen. D e m Umfange, den die Ausstellung bisher 

gewonnen, soil dann eine verlangerte Dauer clerselben entsprechen. 

Es ist der 1.—30. September 1893 in Aussicht genommen, wahrend 

die Tage der Mathematiker-Versammliing den fiir die Fatnrforscher-

Versammlung in Ntirnberg festzusetzenclen unmittelbar voraus gehen 

werden. 

Der fiir die diesjahrige Ausstellung fertig gestellte Katalog 

aber mag schon jetzt zur Ausgabe gelangen; nicht mit dem An-

spruch, ein vollstandiges Bild der vielen hierhergehorigen Gebiete 

zu geben, sondern mit der Absicht, Plan und begonnene Durch­

ftihrung des Unternehmens zu zeigen, und dabei audi die Llicken 

erkennen zu lassen, welche nunmehr noch auszufiillen sincl. 

Moge Interesse unci Mitwirkung Aller, die in cliesem Jahre unser 

Vorhaben geforclert haben, uns dabei nicht fehlen, mogen insbeson-

dere die Eachgenossen mit Bat unci That den Zweck des ganzen 

Unternehmens clurchfiihren helfen, ein vollstandiges Bild zu geben, 

all' der niannigfachen Hilfsmittel, wie sie heute in Gestalt von Mo-

clellen, Apparaten unci Instriimenten dem Unterricht und der Eor-

schung in cler reinen unci angewanclten Mathematik dienen! 

M i i n c h e n , im Oktober 1892. 

Walther Dyck. 
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Geometrisches zur Abzahlung der reellen Wurzeln 

algebraischer Gleichungen. 

Von F. Klein in Gottingen. 

Sylvester nnd Kronecker haben bereits in den 60 er Jaliren 

bei der Discussion der Wurzelrealitat algebraischer Gleichungen 

geometrische Construetionen in der Weise herangezogen, dass sie 

die Coefficienten der Gleichung oder sonstige Grossen, von denen 

m a n die Gleichung abhangig denken mag, als Coordinaten eines 

Kaumpunktes interpretirten, — wobei naturlich Hirer unmittel-

baren Anschaulichkeit wegen diejenigen Falle besondere Beriick-

sichtigung fanden, bei denen man mit Kaumen von 2 oder 3 Di-

mensionen ausreicht*). Es handelt sich da insbesondere ura den 

Verlauf derjenigen Mannigfaltigkeit, welche (lurch Nullsetzen der 

Discriminante der vorgelegten Gleichung vorgestellt wird — die 

Discriminantenmannigfaltigkeit — , und urn die durch diese Mannig­

faltigkeit vermittelte Zerlegung ties Gesamtraumes in verschiedene 

Gebiete. — Ich mochte im Nachstehenden an den bezeichneten 

Ansatz in der "Weise ankniipfen, dass ich die elementaren , fur 

Gleichungen beliebigen Grades giltigen Kriterien in Betracht ziehe, 

durch welche man die Anzahl der reellen Wurzeln abzuziihlen 

vermag, die gegebenen Fall.es vorhanden sein mogen. Bei der 

geometrischen Interpretation dieser Kriterien entstelit, wie von 

selbst, cine Auffassung derselben, vermoge deren die etwas stereo-

typen Darsteliungen der Lehre von der Wurzelrealitat, wie sie sich 

in unsern Lehrbuchern finden, cler Neubelebung und Weiterent-

*) Sylvester in clen philosophical Transactions'' von 1864 (On the real 
and imaginary roots of equations), Kronecker in Yorlesnngen. 
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wickelung zuganglich werden*). Der Z w e c k der vorliegenden 

kurzen Mitteilung wird erreicht sein, w e n n es mir gelingen 

sollte, in dieser Eichtung einen Anstoss zu geben. Urn so lieber 

will ieh mich im Folgenden auf die allerelementarsten Ealle, 

namlich auf Gleichungen zweiten und dritten Grades, beschranken: 

ich lioffe da allgemein verstandlich zu sein und kann doch schon 

alles Wesentliche, was ich zu sagen habe, hervortreten lassen. 

Zunachst der allgemeine Ansatz. Sei 

(1) f (z) = z" + nAz-1 + n-^—- Bzn~' -f . . . N — o 

eine vorgelegte Gleichung nten Grades (wo die Binomialcoefficienten 

hinzugesetzt sind, weil dadurcb. die spater zu gebenden Formeln 

einfacher werden). So interpretire man einfach A, B, . . . N als 

Punktcoordinaten in einem n dimensionalen Raume Rn. Gleich­

ung (1) reprasentirt dann, sofern man das z als gegebene Grosse 

und die A, B, . . . als Yeranderliche ansehen will, einen in diesem 

Rn enthalteiien (n—l)fach ausgedelmten Raum, Rn_!, und die ganze 

Reihenfolge von Rn_!, welche man so fur weehselnde Werte von 

z erhalt, umhullt in ihrer Aufeinanderfolge eben jene Discrimi-

nantenmannigfaltigkeit, von welcher bereits soeben die Rede war; 

kann man doch die Discriminante als Resultante von f(z) = o 

und —r^- = o berechnen. — In nachster Beziehuno; zu diesem 
dz ° 

Rn_t und damit zur Discriminantenmannigfaltigkeit steht nun die-
jenige rationale „Curveu, die Mien Gleichungen (1) mit nfacher 

Wurzel entspricht: 
(z-X)" = o, 

d. h. diejenige Curve, deren Punkte sich mit Hilfe eines Para­

meters X so darstellen lassen : 

*) Ich werde welter unten noch hcrvorheben, class die bez. Darstellungen 
der Lehrbiicher vielfach audi unvollstanclig sind. Abcr der wescntliehe Mangel 
liegt wohl darin, class die Lehrbilcber durchgangig an der Auffassung festhalten, 
als handole es sich bei den bier in Betracbt kommenden Fragen urn mmierisclie 
Gleichungen, also urn Verfahrnngsweisen, welche keinen allgemeinen Character 
baben, sondern sich jeweils nach dem besonderen vorgelegten Falle richten. 
Im Oegensatze clazu lasst die geometrische Interpretation die Ooefficienten der 
zu untersuchenclen Gleichungen notwendig als frei veranclerliche reelle Grossen 
ansehen, 
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(2) A = — X , B = \\ . . . . N = (-1)" X11. 

Moge clieselbe, entsprechencl cler Ausdrucksweise der neueren 

Geometer, hier schlechtweg als Normcurve benannt werden * ) ; 

den einzelnen durch (2) gegebenen Pankt der Curve werde ich 

als den Ptmkt X derselben bezeichnen. Da ist derm unmittelbar 

ersichtlicb, class die samtlichen n Schnittpunkte, welcbe der durch 

(1) gegebene En_, mit cler Normcurve gemein hat, in den einen 

Punkt X = z coincidiren: unsere Eu__! sind Schmiegungsrdume 

cler Normcurve und eben daclurch unter alien anderen (n—l)fach 

ausgeciehnten linearen Eaumen unseres En charakterisirt. Die 

Wurzeln z{ aber, welche die Gleichung f(z) = o besitzt, werden 

aiif der Normcurve durch die n Punkte X == z} vorgestellt sein, 

namlich durch diejenigen Punkte der Normcurve, in welchen die 

von clem Eaumpunkte (A, B, . . . N) an die Curve laufenden 

Schmiegungsraume (n-—l)ter Dimension dieselbe beriihren. Insbe-

sondere tverden von diesen Wurzeln genau so viele reell sein, als 

von unserem Eaumpunkte aus reelle Schmiegungsrdume an die 

Curve gehen. 

Speciflciren wir diesen Ansatz zunachst fur n = 2, so haben 

wir in der Gleichung zweiten Grades 

(3) z2 + 2Az + B = o 

die A, B als Punktcoordinaten (etwa geradezu als rechtwinkelige 

Punktcoorclinaten) der Ebene zu interpretiren. Wir haben dann 

als Definition der Normcurve 

(4) A = - X , B = X2 

zu Grunde zu legen, was eine Parahel mit cler Gleichung 

A 2 — B = o ergibt, wie sie durch die 

nebenstehende Figur versinnlicht wird; 

man beachte, dass auf dieser Parabel 

die Punkte mit positivem X linker Hand, 

die mit negativem X reenter Hand liegen. 

Gleichung (3) wircl 2 reelle oder 2 ima-

ginare Wurzeln haben, je nachdem von 

clem reprasentirenden Punkte (A, B) aus zwei reelle oder zwei 

*) Vgl. z. B. Franz Meyer, Apolaritat und rationale Curven, Tubingen 

1883, 

B 
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imaginare Tangenten an die Parabel gehen. Angenscheinlich 

zerfal.lt mit Eiicksicht hierauf die Ebene in zwei durch die Pa­

rabel getrennte Teile; ich habe dieselben in 

der nebenstehenclen Pigur durch die Ziffern 

2 unci 0 unterschieden. Die durch die Pa­

rabel vorgestellte Normcurve ist hier eben 

selbst die Discriminanteimiannigfaltigkeit, und Fig. 2. 

unsere Pigur also ein Gegenbilc! clafiir, class die quadratische 

Gleichung (3) zwei odor null reelle Wurzeln hat, jenachclem die 

Discriminante A 2 — B positiv ocler negativ ist. 

Wir gehen zur cubischen Gleichung 

(5) z3 + 3 Az'2 + 3 Bz + C = o. 

Die Baumconstructionen, welche hier auszufuhren sincl, lassen 

sich nicht mehr kurz durch ebene Piguren erlautern, unci ich 

muss den Leser bitten, falls anclers er die Angaben, die ich 

fernerhin iiber cubische Gleichungen zu machen habe, vollig in 

sich aufnehmen will, sich selbst geeignete raumliche Model!e zu 

verfertigen. Wir liaben da erstlicli als Nornicurve die Rcmmcurve 

dritter Ordnung 

(6) A = — X, B = X\ C = — X3, 

claim als Discriininantenmannigfaltigkeit die zu dieser Eauincurve 

gehorige developpable Placlie. Durch selbige wirci der Eauni in 

2 Gebiete zerlegt, entsprecheiicl der Mogiichkeit, class die Gleich­

ung (5) clrei ocler eine reelle Wurzel fur z ergeben kaim. Wir 

werclen cliese Gebiete clenientsprechencl mit den Ziffern 3 unci 1 

bezeichnen. Y o n den Punkten des Gebietes 3 aus laufen immer 

clrei reelle Osculationsebenen an die Curve, von den Punkten 

cles Gebietes 1 aus nur eine. 

Ich wencle mich nun gieich zu den Kriterien fur die Ab-

zahlung cler reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung. Dabei 

Avercle ich gelegentlich etwas aushoien mtissen, insofern cliese 

Kriterien in cler Mehrzahl cler Lehrbticher, wie ich schon an-

cleutete, nur unvollstanclig mitgeteilt werclen. Ich unterscheicle 

in erster Linie zwischen solclien Kriterien, welche die Gesamtzahl 

cler reellen Wurzeln betreffen, unci den ancleren, die sich auf die 

reellen Wurzeln in einem gegebenen IntervaMe beziehen. Anderer-

seits trenne ich zwischen gencmen Kriterien unci solclien, welche 

http://zerfal.lt
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nur eine Grenze der "Wurzelanzahl geben (approximirende Kri-

terien). 

Urn hiernach mit den genauen Kriterien zu beginnen, durch 

welche m a n die Gesamtzahl der reellen Wurzeln bestimmt, so 

habe ich gleich hier von der ublichen Darstellung der Lehrbiicher 

abznweichen. M a n finclet in den letzteren ubereinstimmencl das 

Verfahren von Sturm unci einen mehr oder minder ausfuhiiichen 

Excurs liber diejenigen Methoden, welche sich an das Tragheits-

princip der quadratischen Pormen schliessen. Dagegen fehlt zu-

meist jecler Hinweis auf die bestimmte Ausgestaltung, welche 

letztere Methoclen durch Hermite unci Sylvester vermoge Aufstell-

ung jener quadratischen Form von (n—1) Veranderlichen gefunclen 

haben, welche Sylvester als Bezoutiante bezeichnet*). Unci cloch 

zweifle ich nicht, class erst mit der Bezoutiante der Kernpunkt 

der ganzen Fragestellung getroffen ist. 

Sei wiecler f(z) = o die vorgelegte Gleichung. Wir machen 

der Bequemlichkeit halber homogen, inclem wir z durch Zl/za er-

setzen unci mit z2n heraufmultipliciren. Solcherweise entstehe 

f(Zj, z.2) = o, w o wir nun die linke Seite kurzweg mit i bezeichnen 

werden. Entsprechencl werde f abkiirzeiider "Weise fiir i(z\, z'2) 

geschrieben, unter z'x, z\ eine zweite Yariabelnreihe verstanclen. 

M a n bilde sich jetzt die „Combinanteu: 

di dl< di df 

(7) 3zx _9z'2 dz2 dz\ 

(zx z'2 — z2 z\). 

Dieselbe ist linear unci homogen einerseits in 
7 n~"2 7 n~3 7 7 u_2 

anclererseits in 

Die Bezoutiante 

(8) B (t„ t2, . . . t^) 

entsteht nun einfaeh a m (7), inclem m a n die genannten aitfein-

anderfolgenden Verbindungen der zi; z.t ivie der z'l3 z'2 beide bez. 

durch die (n—1) Unbestimmten t1} t2, . . . tu_! ersetzt. Unci nun 

'*) Vgl. Sylvester in den ^Philosophical Transactions*' von 1853: On the 
syzygetio relations etc., Hermite in Bel. 52 von „Crelle's Journal", 1856. Vgl. 
ubrigens auch Baltzers Determinanten. 
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handelt es sich nur noch clarum, die „Tragheit" der so gewonne-

nen quadratischen Form von (n—1) Yeranderlichen zu constatiren, 

d. h. zuzusehen, wie viele positive bez. negative Yorzeichen her-

vortreten, wenn man es unternimmt, die Form B durch reelle 

lineare Substitution der t1? t2, . . . ta_x in ein Aggregat blosser 

Quadrate zu verwandeln. Die Eegel wird kurzw'eg die, class 

f = o genau so viele Paare imaginarer Wurzeln besitst, als bei 

der genannten 'Reduction von B negative Quadrate auftreten. Die 

principielle Einfachheit dieser Aussage aber ruht darin, dass B 

nicht nur von den t, sondern auch von den Coefficienten von f 

in quadratischer Weise abhangt (so class also bei unserer geo­

metrischen Interpretation B = o eine von den Parametern 

t1? . . . tn_i abhangige Schaar von Flachen zweiten Grades gibt). 

Ftir die quadratische Gleichung (3) liefert die so formulirte 

Eegel naturlich niclits Neues. Gehen wir also gleich zur cubischen 

Gleichung (5). Hier wird die Bezoutiante: 

(9) (A2-B) tx2 + ( A B — C ) t, t2 + (B2-AC) t22, 

ist also (wie m a n erwarten konnte), von einem negativen Zahlen-

faktor abgesehen, mit der sog. Hesse'schm Form von f(z17 z2) 

identisch. Wir werden wiinsclien, uns im geometrischen Bilde 

darliber klar zu werden, weshalb die „Tragheitu von (9) in der 

angegebenen "Weise mit der Eealitat der Wurzeln von f = o 

zusammenhangt, oder wenigstens, weshalb i = o drei oder eine 

reelle Wurzel liefert, jenachdem die Gleichung 

(10) (A2—B) tt2 + ( A B — C ) tt t2 + (B2—AC) t22 = o 

fur ti : t2 null oder zwei reelle Wurzeln ergibt. Zu clem Zwecke 

fragen wir nach der geometrischen Bedeutung der Gleichung (10) 

bei stehenden tn t2 und finden, dass dieselbe den Kegel zweiten 

Grades vorstellt, der sich von dem Punkte X = Vt2 der Norm-

curve nach den anderen Punkten der Normcurve hin erstreckt. 

Unsere cubische Gleichung soil also 3 oder 1 reelle Wurzel nab en, 

jenachdem durch den Eaumpunkt (A, B, C), 0 oder 2 reelle Pro-

jectionskegel dieser Art hinclurchgehen. N u n haben zwei Kegel 

(10) ausser der Normcurve dritter Ordnung selbst immer noch 

die Yerbindungsgerade ihrer Spitzen gemein. Sind die Kegel 

reell, so ist diese Gerade ebenfalls reell und damit eine eigentliche 

Secante der Normcurve, im Gegensatz zu den gleichfalls reellen 



F. Klein, Geometrisches uber Wnrzelrealitat. 9 

aber uneigentliehen Secanten, welche unsere Normcurve je in 

zwei conjtigirt imaginaren Punkten treffen (and die der Schnitt 

zweier conjugirt imaginarer Kegel (10) sind). Daher lasst sich 

der an Gleichung (10) anknupfencle Satz dahin aussprechen: 

dass die Gleichung f = o eine oder drei reelle Wurzeln haben 

loird, jenachdem durcli den Raumpunkt (A, B, C) eine eigent-

liche oder eine uneigentliche Secante der Normcurve dritter 

Ordnung geht. 

U n d in dieser Form ist der Satz den Geometern ohne weiteres 

einleuchtend. Denn die Normcurve dritter Ordnung projicirt 

sich vom Punkte (A, B, C) aus im ersteren Falle als ebene Curve 

dritter Ordnung mit eigentlichem Doppelpunkte, im zweiten Falle 

als solche mit isolirtem Punkte, unci es ist wohlbekannt, dass 

eine Curve der ersteren Art nur einen, eine Curve der zweiten 

Art drei reelle Wendepunkte besitzt. 

Ich habe diese Betrachtung liber die Kegel zweiten Grades, 

welche von den Punkten der Normcurve dritter Ordnung aus-

laufen, u m so lieber gegeben, als ihre Besprechung ohnehin un-

erlasslich ist, wenn m a n die Zahl der reellen Wurzeln von f = o 

durch die sogenannte Newton9$d\s Kegel abschatzen will. Ich 

denke dabei an jenes approximirende Kriterium, welches ur-

sprlinglich in Newton's Arithmetica universalis gegeben worden 

ist, aber erst 1865 von Sylvester bewiesen und zugleich nach ver-

schiedenen Kichtungen erweitert wurde*). In ihrer einfachsten 

Gestalt, die wir hier allein in Betracht ziehen, lautet diese Regel 

dahin: 

dass unsere Gleichung (1) mindestens so viele imagindre W u r ­

zeln besitzt, als die Beihe der qiiadratischen AusdrucJce 

(11) 1, A2—B, B2—AC, N* 
Zeichenwechsel darbietet. 

Im Falle der Gleichungen dritten Grades (5) haben wir also sicher 

zwei imaginare Wurzeln, wenn von den beiden Ausdrucken 

A2—B, B2—AC 

*) Vgl. insbesondere Transactions of the E. Dublin Academy, t. 24, sowie 
Philosophical Magazine, 4 ser., t. 31. — Auch diese Regel fehlt in vielen Lehr-
buchern; Ausfiihrlicheres dariiber gibt u. a. Petersen in seiner „Theorie der al-
gebraischen G-leichungenu. 
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auch nur einer negativ ist. Hier bemerke man nun, dass nach 

Gleichung (10) 

(12) A 2 — B = o, B 8 — A C = o 

die Gleichungen cler beiden Projectionskegel sind, die von den 

Punkten 

X = oo, bez. X = o 

der Normcurve dritter Ordnung nach dieser Curve hinlaufen. Der 

geometrische Sinn des Newton'schen Kriteriums ist dementsprechend 

der, dass bei der Gleichung dritten Grades sicker zivei imagindre 

Wurzeln vorhanden sind, sobald der Baumpunkt (A, B, C) im 

Innem auch nur eines der beiden genannten Kegel liegt. Die geo­

metrische Anschauung bestatigt nicht nur, sondern vervollstandigt 

diese Kegel und bringt sie dadurch rait dem aus der Bezoutiante 

abgeleiteten Kriterium in klaren Zusammenhang. Wir wissen be-

reits, dass keiner der Kegel (10) in das Baumstlick eindringt, 

welches den cubischen Gleichungen mit 3 reellen Wurzeln ent-

spricht; wir iugen jetzt hinzu, was uns ein Blick auf die Gestalt 

der Curve dritter Ordnung lehrt, dass dieses Baumstuek ausser-

halb der samtlichen Kegel (10) liegt. Wir wissen anclererseits, 

dass das Kaumstuck, welches den cubischen Gleichungen mit nur 

einer reellen Wurzel entspricht. von den reellen Kegeln (10) durch-

weg zwiefach ausgefiillt wircl, und hierin liegt, dass jeder Punkt 

(A, B, C) im Innern dieses Baumstlickes jedenfalls auch im Innem 

einer unendlichen Zahl von Kegeln (10) liegt. Wir werden also 

folgenden genauen Satz aufstellen: dass die cubische Gleichung 

dann unci nur dann zivei imagindre Wurzeln besitzt, wenn die 

Bezoutiante (10) fur irgendivelche reelle Werte von tn t.A negativ 

ivird. U n d von diesem Satze ist dann die Newton'sche EegeJ 

ein blosses Corollar. 

So viel iiber die alJgemeine Abzahlung der reellen A¥urzeln. 

Wir wenden uns jetzt zur Abzahlung der Wurzeln in einem Inter-

valle von x bis y (x < y). Auch hier werde ich mich auf die 

elementarsten Erlauterungen beschranken. Insbesondere will ich 

der Kiirze halber die exacten Abzahlungsmethoden ganz bei Seite 

lassen und unter den approximirenden Kriterien nur diejenigen 

betrachten, bei denen lineare Punctionen der Coefficienten zu 

Grunde liegen, also den Cartesischen Satz, das Theorem iron 

http://Geometrisch.es
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Budan-Fourier etc. Audi mogen jetzt vor alien Dingen die qua-

dratischen Gleichungen (3) herangezogen werden, insofern bereits 

bei ihnen alles Wesentliche hervortritt; iiber die cubischen Gleich­

ungen gebe ich nur noch eine kurze Schlussbemerkung. 

Wir batten bei den Gleichungen zweiten Grades als Norm-

curve die Parabel der Figur 1. Markiren wir auf ihr die beiden 

Punkte \ = x und \ = y (wobei fur x <i y der Punkt x rechts 

von y liegt) und unterscheiden dann drei 

Gebiete der Ebene, jenachdem sich vom 

einzelnen Punkte (A, B) aus an das zwischen 

x und y verlaufende Parabelstlick 2 oder 

1 oder 0 Tangenten legen lassen, so ent-

stelit offenbar die nebenstehende Pigur, 

welche ich kurzweg als die „richtigeu Figur 

(x, y) bezeichnen werde: — die Grenzen 

der dreierlei bei ihr zu unterscheidenden •Fl̂'- 3< 

Gebiete werden teils von clem genannten Parabelstticke selbst, 

teils von den beiden, zu den. Punkten x 

unci y gehorigen Parabeltangenten gebildet. 

— Lassen wir liier y insbesondere ins Un-

endliche riicken, so entschwindet fur die 

Anschauung die ganze zu y gehorige Tan-

gente und wir haben als zugehorige Ge-

bietseinteilung den in Figur 4 vorgestell-

ten Fall; wir benennen diese Figur als die 

„richtigcrc Figur (x, oo). 

Aufgdbe der zu discutirende/i linearen Kriterien wird es nun 

sein, diese richtigen Figuren mit moglichster Anndherung durch 

solehe zu ersetmn, bei welchen nur gerade Linien zur Felder-

abgrenzung gebraucht iverden. 

Yon clieser Auffassung ausgehend, betrachten wir zunachst 

die Cartcsischo Zeichenregel. "Wir wollen clieselbe gleich in die 

verailgemeinerte Form setzen, in der sie die reellen Wurzeln von 

f (z) = o abzuschatzen gestattet, die grosser als ein beliebiges vor-

gegebenes x sind. Es handelt sich da urn die Functionsreihe: 

(13) f(x), f'(x), f"(x) 

und die Kegel behauptet, doss f (z) = o hochstens so viele reelle 
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Wurseln > x besitzt, als Zeichenwechsel in dieser Functionsreihe 

vorhanden sind, and dass die richtige Zahl der Wurzeln von der 

durch die Zeichenwechsel gegebenen Zahl immer nur u m em Mul-

tiplum von 2 verschieden sein hann. Zwecks Ubersetzung der 

Kegel in die geometrisehe Anscliauung warden wir vor alien 

Dingen die drei geraden Linien construiren, welche in der 

Ebene (A, B) durch Nuilsetzen der drei Ausdriicke f(x), f'(x), 

f" (x) vorgestellt werclen. Hier gibt f " (x) = o die unendlich ferae 

Gerade und kommt also fur die Zeichnung in WegfaJl. V (x) = o 

gibt die verticale Linie A = — x , d. h. den durch den Punkt 

x der Parabel laufenden Durchmesser derselben. Endlich f (x) = o, 

wie wir von fruher wissen, die zum Punkte x gehorige Parabel-

tangente. Ein jecles der yon den genannten Geraden umgrenzten 

Gebiete der Ebene bietet bestimmte Yorzeichen von f (x), f' (x), 

f" (x) dar. N u n kommt es uns aber nicht auf diese Yorzeichen, 

sondern nur auf die Zahl der Zeichenwechsel an, welche die Eeihe 

f(x), f (x), f"(x) darbietet. "Wir markiren dieselbe fur die ver-

schiedenen Teile der Ebene und erhalten so schliesslich die fol-

gende Pigur, wrelche ich die Cartesische Pigur (x, oo) nennen darf: 

Fig. 5. 

Wir verstehen die Cartesische Kegel in geometrischer Porm, 

indem wir diese neue Pigur mit Fig. 4 (der „richtigena Pigur 

[x, oo]) vergleichen. Und dabei bestatigen wir nicht nur die 

Cartesische Kegel, sondern erkennen auch ihre Yorzuglichkeit. 

In der That sieht man, dass m a n die „richtige" Figur vermoge 

einer geradlinigen Feldereinteilung, an der (unter Einrechnung der 

unendlich fernen Geraden) drei gerade Linien participiren, in der 

durch den Cartesischen Satz vorgesehenen Weise unmbglich lesser 

approximiren Jcann, als dies durch die Cartesische Figur geschieht. 
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Wir erlautern ferner, in gleiebem Sinne, den Budan-Fourier'-

scben Satz. Es bandelt sich bei demselben allgemein u m die 

Zahl der reellen Wurzeln von f (z) = o, welche zwischen zwei 

beliebig vorgegebenen Grenzen, x und y (x < y) liegen. M a n 

bildet die beiden Functionsreihen: 

I f(x), f'(x), f"(x) und 

1 } l f(y), f'(y), f"(y), 
bestimmt zuerst die Zahl Y(x) der Zeichenwechsel, welche die 

erstere Reihe darbietet, ferner die Zahl V(y) der Zeichenwechsel 

der zweiten Reihe, und hat dann in Y ( x ) — Y (y) eine Zahl, 

welche von der Zahl der zwischen x und y gelegenen reellen 

Wurzeln von f (z) — o hochstens u m ein positives Vielfaches von 

2 abweicht. Wieder libersetzen wir diese Regel in eine geo-

metrische Figur. Indem wir ganz ahnlich verfahren, wie vorhin, 

ergibt sich die folgende Feldereinteilung: 

Fig. 6. 

Ein Yergieich mit Fig. 3 bestatigt darauf die Richtigkeit- des 

Bndan-Fourier'schen Satzes: iiberall da, wo Fig. 3 und Fig. 6 

den Punkten der Ebene verschiedene Zahlen beilegen, isfc die 

Zahl der Fig. 6 u m ein positives Yielfaches von 2 grosser. Aber 

wir fragen angesichts unserer Figuren nicht nur nach der Richtig-

keit, sondern auch nach der Zweckmassigkeit des Budan-Fourier'-

schen Satzes. Und da kommen wir zu einem Resultate, welches 

bei einem so elementaren Gegenstande iiberraschen muss und 

eben darum geeignet sein dlirfte, die geometrische Betrachtungs-

weise, fiir die wir hier eintreten, nicht nur als eine beilaufige 

Eiiauterung, sondern als eine notwendige Erganzung der gewohn-

lich gegebenen Entwickelungen erscheinen zu lassen: Figur (6) mit 

ihren, vier verschiedenen geraden Linien angeMrigen Begremungs-
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stucJcen ist als Anndherung an Figur (3) heineswegs besonders zwech-

mdssig gewahlt, m a n harm der Figur (3) mit einer nur cms clrei 

geraden Linien gebildeten Figur viel naher kommen. M a n hat 

einfach eine Figur zu zeichnen, welche man als projective Yer-

ailgemeinerung der Cartesischen Figur betrachten kann. (sofeni 

man bei letzterer die unendlich feme Gerade mitzahlen will), d. h. 

die nachstehende Figur, welche neben den Tangenten der beiden 

Parabelpunkte x, y das geradlinige Verbindungsstiick x.y enthalt: 

Kg. 7. 

Will man das analytische Kriterium aufstellen, welches dieser 

Figur entspricht, so ist es bequem, wieder homogen zu machen, 

also statt f(z) die binare Form f(zn z2) und statt x und y die 

Yariabelnpaare xn x<2 und yl3 y2 einzufiibren. Ich setze ausser-

dem symbolisch f (zt, z2) = az2. Bei Figur (7) handelt es sich 

dann einfach u m die Zeichemvechsel der Functions)'eihe: 

(15) axa, axav, ay2. 

Es ist kaum notig, dass ich beim Beweise dieser Behauptung oder 

der damit aufgestellten Kegel flir die Abzahlung der Wurzeln im 

Intervall x — y verweile. Es handelt sich einfach darimi, in die 

Gleichung f (zi, z2) = o fur zx xi -(- Xyi, fiir z2 x2 -j- Xy2 zu 

substituiren und nun fiir die so entstehende Gleichung in X die 

Zahl der positiven Wurzeln durch das Cartesisclie Theorem fest-

zulegen, resp. zu umgrenzen. Das ist so einfach, dass es Wunder 

nehmen mlisste, wenn dieser Ansatz nicjht schon in friiherer Zeit 

bemerkt sein solite. U n d in. der That findet sich derselbe bei-

spielsweise bei Jacobi in Crelle's Journal Bd. 13, 1835 (Observa-

tiunculae ad theoriam aequationum pertinentes). Nur ftigt Jacobi 

merkwiirdigerweise hinzu: regula a clarissimo Fourier proposita 

multis nominibus praestat. 

http://Geometrisch.es


f. Klein, Geometrisches iiber "Wurzelrealitat. 15 

Es eriibrigt nur noch, dass ich angebe, wie man bei der 

Normcurve dritten Grades diejenige raumliche Figur construirt, 

welche man als Verallgemeinerung der ebenen Eigur (7) zu be-

trachten bat. Bezeichnet man die gegebene cubische Gleichung 

symbolisch mit az3 = o, so handelt es sich zumal u m die geo-

metrische Definition der Ebenen 

(16) ax3 = o, ax2 ay = o, ax ay2 = o, av3 = o. 

Diese ist natiirlich ausserst einfach. Die drei Schnittpunkte, 

welche die einzelne dieser Ebenen mit der Normcurve geniein 

hat, fallen alle nach x oder y; die folgende Tabelle gibt die Mul-

tiplicitaten, mit der x und y als Schnittpunkte zahlen, genauer an: 

ax3 

(\>x dly 

axay2 

U i 

X 

3 

2 

1 

0 

y 
0 

i 

2 

3 

Iii dieser Tabelle tritt das einfache Gesetz, welches ftir n = 2 

in Fig. 7 befolgt ist, in einer fur alle n erkennbaren Form her-

yor. — Wir sollten jetzt ferner eine genaue Beschreibung der ver-

schiedenen Stticke geben, in welche der E a u m entsprechend der 

Zahl der bei den Functionen (16) auftretenden Zeichenwechsel 

(lurch unsere Ebenen zerlegt wird. Daran wtirde sich dann der 

Yergleich mit denjenigen Eaumeinteilungen schliessen, die als 

Analoga der ebenen Figuren (3), (4), (5), (6) anzusehen sind. 

Hier ist offenbar ohne geeignete Moclelle nicht durchzukommen. 

Es wird sehr dankenswert sein, wenn j em and die Herstellung 

soldier Modelle in die Hand nelimen wollte. 

Got tin gen, den 9, Juni 1892. 



Uber aquidistante Curvensysteme auf krummen Flachen. 

Yon A. Yoss iu Wurzburg. 

In der Arbeit ,,tJber ein neues Prineip der Abbildung 

krummer Flachen", Math. Ann. Bd. 19, S. 1, 1881, hatte ich, 

wie ich glaubte, zuerst auf diejenigen Curvensysteme hingewiesen, 

fiir die das Langenelement auf einer Flache die Form 

1) ds2 = du2 + dv2 + 2fdudv 

annimmt. Dieselben lassen sich praktisch dadurch sehr leicht 

herstellen, dass man ein aus parallelogrammatischen Maschen be-

stehendes Netz von an den Kreuzungsstellen unter sich ver-

kniipften unausdehnsamen und vollkommen biegsamen Faden auf 

der Flache ausbreitet. Inzwischen habe ich aus einer Bemerkung 

des Herrn Darhoux im dritten noch nicht vollendeten Buche 

seiner Theorie generale des surfaces entnommen, dass Herr Tche-

bycheff*) bereits im Jahre 1878 auf diese aquidistanten Curven­

systeme, wie ich sie nenne, aufmerksam gemacht hat. Herr Dar­

houx giebt audi die Form der partiellen Differentialgieichung,**) 

von der ein solches „habillementa der Flache abhangt, in der all-

gemeinsten Gestalt; ohne indess etwas wei teres hinzuzufiigen. Bei 

der Schwierigkeit, die es hat, den so leicht praktisch zu reali-

sirenden Process der Flachenbekleidung analytisch zu verfolgen, 

werden vielleicht einige Angaben hieruber nicht ungeeignet er-

*) Tchebycheff, Sur la coupe des vetements, Assoc, franc-, pour l'avan-
cement des Sc. Congres de Paris, p. 154, 1878. Diese Arbeit ist mir bisher 
nicht zuganglich gewesen. 

**) Darboux, Theorie generale, Tom. Ill, S. 133 und 206. 
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scheinen, welche die in meiner friiheren Arbeit gegebenen Re-

sultate teils recapituliren, teils erweitern.*) 

§ I. Allgemeine Eigenschaften aquidistanter Curvensysteme. 

I. Bringt man das Langenelement 1) auf die Form 

ds2 = (du + dv)2-2—1~^ + (du — dv)2^—ir-^ 

oder, wenn f = cosz, u -\- v = u', u — v = v' gesetzt wird 

2) ds2 = cos2 — du'2 -|" sin2 -$ dv'2> 

so erkennt man sofort**): Die Diagonalcurven eines dqtddistan-

ten Systems hilden ein Orthogonalsysiem, in Bezug auf tvelches 

das Ldngenelement von der Form 2) ist. Umgekehrt ist jecles 

Orthogonalsystem, fur das 

ds2 = e du2 -}~ g dv2, e -f- g = 1 

ist, Diagonalsystem eines aquidistanten Systemes. 

II. Aus dem Ausdrucke fur das Kriimmungsmass: 

K = 
smz 

ergiebt sich fiir die Curvatura integra eines von zwei Paaren der 

Curven u, v gebildeten Yierseites, (lessen inn ere Winkel A, B, 

C, D sind: 

r = JK sinz du dv = 2tt — (A -}- B -f C + D); 

das heisst: Die Curvatura integra ist gleich dem negatw genom-

menen Excess der Winkel des Vierseits ***) 

III. Zu einer oelieoigen Scliar von Curven gehort im Allge-

meinen enttveder gar Jceine zweite, die mit ihr ein dquidistantes 

System bildet, oder nur eine einsige. Nur -auf den Developpabeln 

*) Bereits in meiner friiheren Arbeit enthaltene Satze werde ich unter 
A mit Hmzufugung der Seitenzahl citiren. 

**) A. S. 3. 
***) A. S. 3. 

2 
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kann eine Curvenschar mit mehreren Curvenscharen aquidistante 

Systeme liefern, und dies audi nar dann, wenn die gegebene 

Schar aus geodatischen Linien besleht, die bei der Abwickelung 

in ein System von parallelen Geraden iibergehen. Auch kann nur 

bei Developpabeln die eine Schar der Curven eines aquidistanten 

Systems von geodatischen Linien gebildet werden. 

IV. Ein aquidistantes Netz, das z. B. die Gestalt eines Recht-

eckes mit den Seiten AB, A C hat, kann im Allgemeinen auf einer 

Fldche so ausgebreitet werden, dass die beiden Seiten A B , A C mit 

zwei heliebig auf der Fldche von ein em P unlet e A' cms gezogenen 

Curven A'B', A'C' zusammen fallen. Der Beretch aber, in welchem 

eine solche Ausbreitung mogiich ist, findet dabei im Allgemeinen 

bald eine Grenze, da der Coordinatenwinkel z von o und tc ver-

schieden bleiben muss. Tragt man namlich von den Pankten 

einer Curve C auf der Flache gleich lange unendlich kleine 

Strecken Ss in der Tangentenebene auf, deren Richtung den 

Winkel <p mit der von C bildet, und denkt man sich das Bogen-

element in der Form 

e2 du2 -f- g2 dv2 

gegeben, aber so; dass e = 1 fur die gewahlte Curve t = y0 ist, 

so ergiebt sich 

»- ^+miT 

falls die Endpunkte der Strecken ds eine Curve C' bilden sollen, 

die eine auf C unmittelbar folgende eines aquidistanten Systems 

liefert. Ist daher I —— I von constantem Vorzeichen, so wird cp 

im allgemeinen sehr bald die zulassigen Grenzen iiberschreiten; 

vorausgesetzt ist dabei natiirlich, dass g nicht verschwinclet. 

1st die Curve C eine geoddtische Linie, so ist (—^ J = o und <p 

constant. Eine geodatisclie Linie iindert also ihre Lange nur u m 

eine Crosse zweiter Ordnung, wenn ihre Punkte uliter constantem 

Winkel mit ihrer Tangente u m eine infinitesimale Strecke ds auf 

der Flache verschoben werden. Zieht man jetzt auf der F'lache 
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zwei geodatische Linien A B , A C , die sich unter dem Winkel a 

schneiden, und bezeichnet man den vierten Winkel eines Vierseits 

aquidistanter Linien, von dem zwei anstossende Seiten aus A B , 

A C gebildet sind, durch p, so ist der Winhelexcess gleich (3 — a. 

Bei constanter positiver K r u m m u n g -f- 1 ist z. B. 

a — p = F 

wenn F den Inhalt des Vierseits bedeutet, d. h. p nahert sich 

mit wachsendem F der Null; bei constanter negativer Kriimmung 

— 1 ist dagegen 

p _ a = F 

d. h. p wachst bestandig. Beides lasst sich sehr leicht an einer 

Kugel oder Pseudosphare zur Anschauung bringen. 

V. Die geoddtischen Krilmmungen der Coordinatenlinien u, v. 

Bezeichnet man die geodatischen Kriimniungsradien der Curven 

v — const (u = const) (lurch y> (yO so ist 

1 dz 1 dz 

Y 9u ' Yi dv 

Man hat also fur die Curvatura integra die Formel 

Das liefert den Satz: 

Der Excess der WinJcelsumme eines von zwei Paaren aqui­

distanter Curven gebildeten Vierseits ist gleich der Different der 

geoddtischen Krilmmungen jedes Paares der gegenilberliegenden 

Seiten. 

VI. Die partielle Differ entialgleichung aquidistanter Systeme*) 

Legt man ein isometrisches Orthogonalsystem zu Grunde, so dass 

ds2 = l (du2 + dv2) 

ist, so muss nach I 

X (du2 f dv2) — edit'2 f gdv'2, e -f g = 1 

•) A. S. 16. 

2* 
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werden. Daraus ergiebt sich, wenn 

gesetzt wird 

dy' c>u' 

' dy' du.1 
dy ^ d\\ 

sodass die partielle Differentialgleichung fur u' wird 

— X [u'uu + u'vv] + u'v2 u\w + 2u'u u'v u'nv -|- u'ua u'vv 

4) +(^2^)(x„u'u + ^ug = o. 

§ II. Bestimmung aquidistanter Systeme auf einzelnen Flachen-
gattungen. 

1. Bei jeder Eiegung einer Flache geht ein aquidistantes 
System wieder in ein solches liber; die partielle Differential-
gleichung 4)hangt daher auch nur von X ab. Sie kann auf den 
Beveloppabeln leicht allgemein integ'rirt werden. Denn hier geht 
durch Abwickelung auf die Ebene das Netz iiber in ein solches mit 
parallelogrammatischen MascheD, und ein solches entsteht immer 
durch Translation einer beliebigen Curve.*) 

2. Bei den auf eine Rotationsflache dbwickelbaren Flachen 
ist X eine Function von u al]ein. Versucht man nun die Gleichung 
4) durch die Annahme 

U' =* U 4- V 

wo IT (V) Function von u (v) allein ist, zu losen, so folgt 

V" -f- p V -f q = o 

wo p und q nur von u abhiingen. 

*) A. S. 18. 
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dp dq 
Hieraus ergiebt sich, wenn ^ , •• nicht verschwinden, 

V ±= const. 

Setzt man demgemass u' = II -f av, so folgt 

m 
u = k I v :i £7kx2 du 

oder wenn man das Lan gen element der Flache in der gewohn-

lichen Form 

ds2 = (1 + f/2)du2 -f u2dv2 

voraussetzt, 

V = a 1/ -^ ¥ (1 ~f fJ — kv 
J u r a"1 —~ ir 

5> --'/-^y^o+'•> + » 

Den willkiirlichen Constanten a *mc? k entsprechend, erhalt 

man so sweifacli unendlich viele Systeme dqiiidistanter Curven, 

wenn man 

u' -["- v' — ll" — const 
a' — v' = v" = const 

setzt. Da aiis jeder aquidistanten Teilung der Kugel durch Qua-

dratur eine Flache negativer constanter Krtimmung hergeleitet 

werclen kann, so liefern die Gleichungen 5) zugleich eine von. 

zwei Constanten abhangige Schar von Flachen constanter nega­

tiver Krummung. 

drj do 
Auf gewissen Flachen, bei denen -—A-. -—A- zum Verschwinden 

n 3u 3u 
gebracht werden konnen, lasst sich noch ein singuldres Nets 
aquidistanter Curven angeben, in welches eine Constante nicht 
eingeht. 

3. 1st das Langenelement von der Form 

du2 4- dv2 

U + Y 
so setze man 
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du 

f* dv 

y = J f T ^ 

wo c eine willkurliche Constante. 

4. Bei den Translationsflachen endlich liefern die Translations-

curven ein aquidistantes System.*) Zur Darstellung an Moclellen 

eignen sich besoriders solche Flachen, welche wie z. B. das Para­

boloid 

x = au, y = • bv, z = cu2 + dv2 

oder auch die Schraubenflache 

z = au, x = bp cos u, y = cp sin u, 

deren Gleichungen durch die Substitution 

p = kv cos u, u -j- v — U, u — v — V 

die: Form 

2 z = a(U + Y) 
2 x = bk (cos U -f- c°s "V") 
2 y- = ck (sin U" -)- sin V ) 

annehmen, unendlich viele reelle Systeme von Translationscurven 

enthalten. 

§ III. Processe, durch welche aus einer aquidistant geteilten 

Flache andere ebenso geteilte Flachen hergeleitet werden. 

Von dem schon erwahnten Process der Biegung abgesehen, 

scheinen nur wenige verhaltnismassig einfach zu realisirende 

Methoden angebbar zu sein, durch die aus einer Flache andere 

abgeleitet werden konnen, auf denen wieder ein System von 

Aquidistanten bekannt ist. 

Auf den Flachen negativer constanter Krilmmung und nur 

auf diesen bilden die Haupttangentencurven ein aquidistantes 

*) A. S. 14. 
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System.*) Tragi man ferner auf der Normale einer solehen Flache 

eine constante Strecke auf, so erzeiigen die Endpunkte eine 

Parallelflache der Flache negativer constanter Krummung, welche 

durch die den Haupttangentencurven entsprechenden Curven 

ivieder aquidistant geteilt ist. 

Wichtiger scheint indessen die ebenfalls leicht zu beweisende 

Bemerkung, dass wenn m a n — unter u and v die Argumente 

der Haupttangentencurven verstanden — auf der Normale die 

variable Strecke 

X = — sin c (u 4- v) 
c — 

auftragt, wieder zwei einfach unendliche S char en aquidistant ge-

teilter Flachen entstehen. Unter — c2 ist dabei das Krummungs-

mass, unter k eine wilikurliche Constante zu verstehen. 

Eine allgemeine Untersuchung zeigt, dass aus einem aqui-

distanten System durch Auftragung einer Strecke auf der Nor­

male nur dann eine durch die Endpunkte dieser Normalen 

aquidistant geteilte Flache hervorgehen kann, wenn die Original-

flache entweder eine Flache negativer constanter Krummung, oder 

eine Rotations flache, oder eine Cylinder flache, oder endlich eine 

Ebene ist. In dem ganz speciellen letzteren Falle ergeben sich 

die schon in III besprochenen Translationsflachen. Durch diesen 

Satz gewinnt die oben gegebene Construction eine allgemeinere 

Bedeutung; sie ist, abgesehen von den genannten trivialen Fallen, 

nur bei den Flachen constanter negativer K r u m m u n g moglich. 

§ IT. Flachen, welche die Diagonalcurven eines aquidistanten 

Systems zu Krummungslinien haben. 

Vermoge der leicht zu erweisenden Identitaten 

a /gxu — fxv\ _ V g E — fF \ xttgn — evxv 

an v V r ) ~~p V Vn * 2Kh 

a /_exLj7- fxu \ / eG — f F \ ev xv — xu gu 

dv \JW~J = p \~YT~' + 17T~ 

*) A. S. 7. Derselbe Satz findet sich auch schon in der Arbeit von Hrn. 
Hazzidakis, Journ. v. Borchardt, Rd. 88, S. 68, 1878; die Prioritat gebiihrt in­
dessen Hrn. Dini (Teorica delle superficie, Ann. di Matematica Ser. II Tom. 4.) 

file:///JW~J
file:///~YT~'
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in clenen -e, f, g; E, F, G die Eundamentalgrossen, H = eg —- f2, 

unci x (y, z); p (q, r) die Coordinaten sowie die Richtungscosinus 

der Normale bedeuten, folgt fur 

e = g = 1, E = G-

die Gleichung 

JL / *» — xv f \ __ J_ / (xv — xuf) \ 

3u V V l — f2/ ~ 3v \ K l — f *~ / 

Man kann daher 

xu — xv f 

K 1 — f2 

xv — x„ f 

K i - f» 

setzen, wo X, Y, Z die Coordinaten eines Punktes einer neuen 

fflache bedeuten, welche durch Quadratur aus der ersten abgeleitet 

wird, and deren Normale in dem Punkte X, Y, Z mit der Nor-

malen in x, y, z parallel lauft. 

Die Yoraussetzung E = Gr bedingt, dass die Diagonal cur v en 

des dqiiidistanten Netzes die Krummungslinien sind. Auf sie be-

zogen, nimmt nach § I das Langenelement die Form 

6) ds2 = cos2z du2 -f- sin2z dv2 

an, wahrend es in Bezug auf die Aquidistanten 

ds2 = du'2 + dv'2 + 2 cos 2 z du'dv' 

ist. Aus jeder dieser Fldchen Idsst sick durch Quadratur eine 

Fldche von entgegengeseM gleichem Krilmmungsmass, welche auf 

die erste dquivalent abgebilclet ist, herleiten, welche wiecler auf 

ihre Krummungslinien bezogen das Langenelement 

ds'2 = du2 sin2 z + dv2 cos2 z 

besitzt, indem man 

.. ___ sin z cos z 
-A„ Xu , Av cos z sin z 

setzt. Nimmt man allgemeiner 
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cos (z — a) , . sin (z — a) 
cos z sin z 

wo a eine willkiirliche Constante ist, so wird das Langenelement 
der auf ihre Krummungslinien bezogenen Flache £, yj, C 

ds"2 — cos2 (z •— a) clu2 + sm2 (z — a) dy2 

oder auch 

ds"2 = du'2 + dv'2 + 2 cos 2 (z — a) du' dv'. 

Aus jeder dieser Flachen kann daher eine einfach unendliche 
Schar von Flachen hergeleitet iverden, der en Krummungslinien 
Diagonalmrven eines dquidistanten Netzes sind. Dabei wird der 
Winkel 2 z, unter dem sich die Curven des Netzes schneiden, den 
Wert 2 (z — a) annehmen j zugleich bleiben die geodatischen 
Krtimmungen der aquidistanten Curven ungeandert. 

Die Existenz einer oo1 Schar wird durch den Umstand be-
dingt, dass die Bedingungen, denen z geniigen muss, nur die 
Differentialquotienten von z, nicht aber z selbst enthalten. 

Die Flachen constanter negativer Kriimmung haben in Bezug 
auf ihre Krummungslinien das Langenelement G). Durch die 
Transformation erhalt man indess nur Flachen, welche von den 
in § III betrachteten Parallelflachen nicht wesentlich verschieden 
sind. Dabei mag noch erwahnt werden: Eine Flache, welche ein 
System von Aquidistanten enthalt, langs clenen die Normalkrum-
mungen der Flache durchweg ein und denselben constanten Wert 
haben, kann als Parallelflache einer Flache negativer constanter 
Kriimmung angesehen werden. 

§ V. Flachen, deren Krummungslinien in mehrfacher Weise die 

Diagonalcurven aquidistanter Netze bilden. 

Eine Flache, welche in ziveifacher Weise zu Diagonalcurven 
eines aquidistanten Systems die Krummungslinien hat, besitzt in 
Bezug auf die letzteren das Langenelement 

, 9 du2 4- dv2 
r W* = 

u + v 
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und gestattet demgemass eine oo l Schar solcher aquidistanter 

Systeme. A n Stelle derselben kaon man auch die Flachen be-

traehten, welche, wie z. B. die Flachen zweiten Grades das 

Liouville'sche Bogenelement 

ds2 = (U + V) (du2 -f dv2) 

besitzen. Anf die weiteren hierher gehorigen Untersuchungen, 

die eine grosse Anzahl merkwiirdiger Beziehiingen vermoge des 

in § IV" betrachteten Processes liefern, kann indess an diesem 

Orte nicht eingegangen werden, da es in beqiiemer Weise kaum 

ausfuhrbar scheint, sie clurch Modelle der Anschauung naher zu 

bringen. 

Wurzburg, den 15. Juli 1892. 



Uber die Auflosung hoherer Singularitaten einer 

algebraischen Curve in elementare. 

Von A. Brill in Tubingen. 

Dass durch Zeichnungen und Modelle der Geometrie Ge-

danken von weittragender Bedeutung erwachsen sind, die dem 

bloss rechnenden Mathematiker so gut wie dem abstracten Syn-

thetiker verborgen geblieben waren, wird niemand bestreiten, cler 

Newton's enumeratio linearum curvarum tertii ordinis oder Cramer's 

Analyse des lignes courbes oder Plucher's grundlegende geometrische 

Werke eingesehen hat. Aber nachdem es der projectiven Geo­

metrie gelungen war, die Theorie der Kegelschnitte von der 

Vorstellung des einzelnen Falles loszulosen, gait es eine Zeitlang 

fiir iiberflussig und nicht schicklich, ein geometrisches Werk mit 

Figuren auszustatten. Man konnte sie leicht entbehren, denn das 

Interesse jener Zeit beschrankte sich auf solche Eigenschaften der 

geometrischen Gebilde, die von ihrer reellen Existenz unabhangig 

waren. Zu neuem Ansehen verhalfen der sinnlichen Darstellung 

erst wieder die Entdeckungen von Zeuthen und Klein iiber die 

Keali tats vernal tnisse der algebraischen Curven, die an die Figur 

direct anknupften. Noch heute bieten die Tafeln, die den oben 

genannten Werk en angehangt sind, und den en sich die zu Zeuthen's 

„Systemer af plane Kurver" (Abh. d. Akad. zu Kopenhagen, Bel. 

10j 1<S73) anreihen, eine Fiille von Anschauung, die jeden mit 

Vorstellimgskraft Ausgestatteten aufs lebhafteste anmuten. Lehr-

reich ist besonders die Darstellung ganzer Systeme von Curven 

mit veranderlichen Parametern, zumal fiir das Verstandnis von 

Curven mit besonderen Vorkommnissen, welche zwischen andern 

einfachen eingeschaltet auftreten. Es hat einen Eeiz, zu verfolgen, 

wie mit der Veranderung der Constanten der Zusammenhang der 
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Zweige sich andert, wie Ovale durchs Unendliche sich clehnencl auf 

der gegeniiberliegenden Seite der Zeichenebene wieder zum Yor-

schein kommen, wie Curvenaste durch Bildung neuer Doppel-

punkte sich mit anderen vereinigen oder abschnuren, oder wie 

einfach singulare Punkte mit andern zu hohern zusammenwachsen. 

Solche Beobachtungen an der Zeichnung waren es, die mich 

veranlassten, das Hilfsmittel der stetigen Deformation von Curven 

mit gewohnlichen Singularitaten in solche mit zusammengesetzten 

„maskirtena in grundsatzlicher Weise fur das Yerstandnis der 

letzteren zu verwerten, wobei claim spater das Bedurfnis einer 

strengern Begrundung gebot, die Anschauung durch algebraische 

Methoden zu ersetzen. 

Die Singularitaten erscheinen zur Zeit — hauptsachlich durch 

die oben genannten Arbeiten — in den Mittelpunkt cler Theorie 

der algebraischen Curven gerxickt. Seit Puiseux's Untersuch-

ungen nimmt audi die Theorie der algebraischen Functionen an 

ihnen ein hervorragencles Interesse, an sie knupft seit Biemann 

und Glebsch der Begriff des Geschlechtes an. Nach beiden Richt-

ungen hin, der geometrischen wie der fanctionentheoretischen, 

erweist sich der Satz von Cayley fiber die Aquivalenz einer 

hoheren Singularitat mit einer gewissen Anzahl von elementaren 

als wichtig. Aber es fehlte lange an einer Begrundung und U m -

grenzung desselben. H. J. S. Smith hat in clieser Absicht die 

Reihenentwickelungen, die eine Singularitat definiren, auf den 

Einfluss untersucht, den sie auf die Discriminanten der Curven-

gleichung und der zu ihr reciprocen Gleichung besitzen, und ist 

zu wichtigen Beziehungen zwischen den zugehorigen Zahlen ge-

langt. Aber abgesehen davon, dass Smith's Beweis zum Teil auf 

nicht algebraischer Grundlage beraht und indirect ist, lasst er 

audi die Frage unerledigt, ob jene Aquivalenz mehr als bloss 

eine numerische ist, d. h. inwieweit jede hohere Singularitat 

durch wirkliches Zusammeurucken von nur einfachen (elementaren) 

singularen Punkten entstehen kann. 

In einer Abhandlung „tFber die Singularitaten algebraischer 

Curven und eine neue Curvenspeciesu (Math. Annalen Bd. 17) 

habe ich versucht, durch stetige Umwandlung einer Curve, welche 

mit einer beliebigen, durch vorgegebene Entwickelungen definirten 
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Singularitat behaftet ist, in eine solche von gieicher Ordnnng, 

Classe und gieichem Geschlecht, welche nur die einfachen Vor-

kommnisse aufweist, die zuletzt aufgeworfene Frage zuerst und 

damit implicite auch die fruhere zu beantworten. 

Der vorliegende Anlass legt es nahe, auf den Ausgangspunkt 

fur diese Untersuchung: die gestaltliche Deformation, zuruekzu-

greifen. Dies erfordert indess, wenn die Grundlage sicher sein soil, 

algebraische Entwickelungen, die ich im Anschluss an eine tTber-

sicht tiber die Ergebnisse jenes Aufsatzes voranzustellen mir er-

lauben werde. 

Die Absicht ist zunachst die, nachzuweisen, dass mit dem 

Auftreten einer hoheren Singularitat in die Formeln fur das Ge­

schlecht, die Classe der Curve und die Anzahl ihrer Wendepunkte 

zwei ganze Zahlen linear eintreten, welche zusammen mit noch 

zwei andern ihnen dualistisch entsprechenden in Hinsicht auf die 

Pluckerschen Formeln die Singularitat vollstandig charakterisiren. 

— Yon der Grosse dieser Zahlen, die durch das Verhalten der 

adjungirten Curven, bezw. der ersten Polare und der Hesse'schen 

Curve bestimmt ist, sehen wir hier ab. 

In jener Abhandlung wird nun gezeigt*), dass jede durch 

Eeihenentwickelungen definirte Singularitat vorkommen kann auf 

einer „rationaienu Curve (einer Curve vom Geschlecht Null, deren 

Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters darstellbar 

sind) von ubrigens noch besondern Eigenschaften, darunter der, 

dass Ordnung und Classe gleich und, weil bestimmt durch die 

Stelle, wo m a n die Eeihenentwickelungen abbricht, noch in ge-

wissen Grenzen willktirlich annehmbare Zahlen sind. 

Bekannt ist das Verhalten der ersten Polaren, der Hesse'schen 

und der adjungirten Curve in den einfachsten Singularitaten: 

Doppelpunkt (mit getrennten Tangenten) und Ruckkehrpunkt. 

Fur Curven, die keine vielfachen hohern Punkte enthalten, ist 

die Anzahl der Wendepunkte linear von der Anzahl jener ein­

fachsten Singularitaten abhangig, ebenso das Geschlecht und die 

Classe der Curve. 

Doppel- und Ruckkehrpunkte nebst den ihnen dualistisch 

entsprechenden Doppeltangenten und Wencletangenten (-punkten) 

*) Die Ausfiihrung fur einen besondern Fall findet man unten. 
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mogen „elernentare Singularitaten" genannt werden. Fur die 

rationalen Curven lassen sich nach Clebsch (Crelle's Journal, Bd. 

64) Gleichungen bilden, denen die Werte der Parameter geniigen, 

die den elementaren Singularitaten zugehoren. K o m m e n sie ge-

trennt vor, so sind die Wurzeln verschieden. Der Gracl ciieser 

Gleichungen entspricht der Anzahl, bezw. der doppeiten Anzahl 

der betreffenden mit endlichem Parameter versehenen ausgezeich-

neten Stellen der Curve. 

Die vier Gleichungen konnen mehrfache Wurzeln erhalten, 

wenn eine hohere Singularitat auftritt. Hat man die ihr ent-

sprechende Vielfachheit ermitteit, so fragt es sich, ob diese Zahlen 

bereits die an der Geschlechtsformel und in den Plrickerschen 

Gleichungen anzubringende Reduction bestimmen. 1st dies fur-

die rationale Curve gezeigt, so gilt es fur jede andere algebraische 

Curve, weil in der Umgebung der singularen Stelle das Verhalten 

ihrer Polaren u. s. w. mit clem fur die rationale ubereinstimmt.* 

N u n lasst sich die rationale Curve, vvelche die Singularitat 

besitzt, durch genau definirte kleine Constantenanderungen in 

eine andere rationale iiberfuhren, ftir welche die Gleichungen, 

denen die elementaren Singularitaten geniigen, an Stelle der niehr-

fachen Wurzeln lauter verschiedene haben, die von diesen sich 

beliebig wenig unterscheiden, und deren Anzahl je gleich dem 

Exponenten des mehrfachen Factors ist. Durch vorgangige pas-

sende Wahl des Grades der rationalen Curve kann man ferner 

bewirken, dass alles Ubrige, also namentlich auch die sonstigen 

im Endlichen gelegenen singularen Punkte und die im Unendlichen 

gelegene hohere Singularitat bei der Variation an Zahl und an 

Charakter sich nicht andern. Weil nun auch noch Grad, Classe, 

Geschlecht der Curve dieselben bleiben, so mlissen auch die von 

der betrachteten Singularitat herrtihrenden Zahlen, die in die 

Plticker'schen Ausdrticke eingehen, von der Variation unberiihrt 

bleiben. U n d zwar bezieht sich dies nicht nur auf die beiden 

ersten Formeln (ftir Classe und Wendepunkte), sondern, wegen 

der Unveranderlichkeit der Factorenzahl ftir alle vier Gleichungen, 

auch auf die ihnen dualistisch entsprechenden. 

Jene Vielfachheitszahlen definiren hiernach nicht bloss die 

Reductionen an den Formeln fur das Geschlecht u. s. w. — dies 
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hatte schon H. J. S. Smith bewiesen •—, sondern es .ist auch 

clargethan, dass die gleichen Factoren durch verschiedene ver-

treten werden konnen, d. h. dass in den angegebenen Beziehungen 

jede hohere Singularitat durch eine Anzahl ihr aquivalenter ele-

raentarer ersetzbar ist. 

Jene Curvengattung, der sowohl die mit der hoheren Singula­

ritat behaftete als die variirte Curve angehort, hat die Eigenschaft, 

durch die (ihrerseits von einander unabhangigen) Grleichungen, 

denen die Parameter der Wendepunkte und der Riickkehrpunkte 

geniigen, vollig bestimmt zu sein. Die willkiirlichen Verander-

ungen betreffen daher nur die gleichen Linearfactoren dieser 

beiden Gleichungen, wodurch dann diejenigen flir die Parameter 

der Doppelpunkte und der Doppeltangenten eindeutig bestimmt 

sind, und zwar, wenn man gewisse besondere Wertsysteme der 

Variationen ausschliesst, in der Weise, dass auch sie nur ver­

schiedene Wurzeln besitzen. 

Die Ausstellung, die diesen Aufsat? veranlasst hat, enthalt 

einige Blatter mit Zeichnimgen, die Ubergange darstellen, bei 

denen eine hohere Singularitat sich in die aquivalenten elemen-

taren auflost. Sie entspreclien dem besonclern Fall, dass dieselbe 

eine „unicursale" ist (ein „superlinear branch" nach Cayley), 

d. h. dass ihre Entwickelungen einen einzigen Cyklus bilden. 

Wir stellen hier die algebraischen Hilfsmittel flir die Behandlung 

dieses Falles zusammen. 

Die Entwickelungen in einem unicarsalen Element (es ent­

halt nur einen reellen Curvenzweig, wenn die Entwickelungs-

coefficienten reell sind) konnen zusammenfassend dargestellt werden 

durch eine Beihe fur die Ordinate y, die im Allgemeinen nach 

gebrochenen Potenzen der Abscisse x aufsteigt: 

q qi 
y = a0 xp -|- ai xp -(- , 

wo die a0 a! Constante; p, q <.q, < q2 < . . . ganze 

positive Zahlen sind, und wo ohne Beschrankung der Allgemein-

heit q > p angenommen werden kann. 
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Setzt man diese Reihe, die, als dem Element einer algebra-
ischen Function zugehorig, nach Cauchy immer einen Convergenz-
bereich in der Uragebung von x = o, y = o besitzt, fort bis zu 

dem Glied: 
qk 

ak xp , 
fiir das noch qk und p teilerfremd sein mogen*), so kann man 
setzen: 

x = X? == x.(X); 
y = a<, X* + ax X* + . . . . -}- ak X ^ = y (X). 

Diese Gleichungen stellen nun eine ,, rational ganze" Curve 

dar, fiir welche 
1) die Gleichung p (X) = o fiir die Parameter aller im End-

lichen vorkommenden Riickkehrpunkte gegeben ist durch: 

^ = X (X) = 0, 

also durch: 

(1) p (X) = pXP-i = o 

2) Die Gleichung co (X) = o fiir die Parameter der Wende-
punkte der Curve ist: 

(2) »W = ^(^)=^q-p-1 (ao(q-p) + aiqi(qi-p)^-q+..) .. 

3) wo ferner die Parameter X, Xi der zwei in einem Doppel-
punkt sich durchsetzenden Zweige den Gleichungen geniigen : 

x(X1)-x(X) y(Xi)-y(X) 

(J) x x - x - = ° —i^r~ = ° 

oder, in X und D = Xi — X geschrieben (a. a. 0. S. 376, wo 
einige Zahlencoefficienten der einen Formel hiernach zn ver-
bessern sind): 

(3 a) 

P + P' g + P" 31 + • 

_L (p(0< + tp) + D. (p(0« .|. 3pV + ryw) 

•f 57 (p«o'" + 4pW + 6P"<o' + 3Lj + .. 

*) Beziiglich. der Bedeutung dieser Annabme vergl. man a. a. 0. § 5 (S. 
378) und § 9 (S. 401). 
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In diesen Formeln sind durch Striche die Ableitungen nach 
X bezeichnet, 3 ! ist = 1 . 2 . 3, u. s. w. 

4) Endlich ergeben sich die Parameter der Beriihrungspunkte 
der Doppeltangenten aus Gleichungen wie (3), gebildet fiir die 
Liniencoordinaten u, v, die mit x, y durch die Gleichung zu-
sammenhangen: ux — y — v = o; oder kiirzer nach Vertausch-

ung von co mit p aus (3 a). 
Es folgt aus diesen Gleichungen, dass die der singularen 

Stelle enlsprechende Wurzel X — o: (p — l)fach in der Gleich­
ung fltr die Ruckkehrpunkte, (q — p — • l)fach in der fltr die 
Wendepunkte (-tangenten) und, wenn p und q teilerfremd sind*), 
-J(p — 1) (q — 3)fach bez. l(q — p — 1) (q — 3)fach in den Gleich­
ungen fiir die eigentlichen Doppelpunkte (mit getrennten Tangenten) 
und fltr die Doppeltangenten auftritt. 

Statt auf die obigen Ausdriicke x (X), y (X) kann man die 
Definition der Curve auch auf die Annahme der ganzen Func-
tionen p (X), to (X) stutzen. In der That, es ist: 

x (X) = [ p (X) dX u (X) = f to (X) dX 

y (X) = I p (X) u (X) dX v (X) = ux — y = ( * x (X) to (X) dX 
«J o v o 

Die vollkommene Analogic der so definirten Linien- mit den 
Punktcoordinaten springt in die Augen. 

Der Process der Constantenv aviation besteht nun darin, class 
m a n an Stelle des Factors von p (X) [bezw. von to (X)], der aus einer 
Potenz von X besteht, je eine ganze Function in X von gleichem 
Grade setzt, deren Coefficienten — bis auf den der hochsten Po­
tenz — sehr kleine willkttrlieh angenommene Grossen sind. M a n 
substitute also fiir p (X), to (X) die ganzen Functionen: 

PiM=='P(>>—<*i)(>>—aa) • • • • (X — a p _ 0 

«i w = i (* - pi) (* - ps) — (x - (wo 

(»o (q - P) + ax qi (q, - p) X*"< + . . . . ) , 

*) Die Modificationen, die diese Zahlen erfahren, wenn p, q nicht teiler­
fremd sind, findet man a. a. 0. § 9 S. 400 angegeben. 

a 
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die sich, wenn alle a und p gleich Null sind, auf p (X) und w (X) 

reduciren, und bilde nun wieder mit Hilfe von pA und o^ die 

Ausclriicke fur x, y, u, v wie oben. Den willktirlich annehm-

baren kleinen Grossen a, p entsprechen dann ,, penultimate" 

Ourvenformen, welche diejenigen elementaren Singularitaten neb en-

einander enthalten, die in der holier en Singularitat vereinigt sind. 

In Bezug auf die Wendepunkte (a) und die Ruckkehrpunkte (p) 

verfiigt man uber Anordnung, Realitat u. s. w. durchaus unbe-

schrankt. W a s die Doppelpunkte und -Tangenten angeht, so wird 

die Porderung, dass sich die in der penultimaten Form auftreten-

clen nicht wieder zu mehrfachen Punkten u. s. w. vereinigen, 

erfiillt, wenn man vermeidet, die a, p so zu wahlen, dass weder 

die Discriminante der aus (3 a) clurch Elimination von D ent-

stehenden „Doppelpunktsgleichungu in X, noch die fur die Doppel-

tangentengieichung verschwindet, sowie dass die Resultante aus je 

zweien der vier Gleichungen 1ST all Avird. 

Aus deni Studium dieser Discriminanten und Resultanten 

ergab sich ein merkwlirdiger Satz, der sich auf den Fall reeller 

Coefficienten in der Entwicklung und der variirten Parameter-

ausdrticke fur x, y bezieht. Bezeichnet man mit r und w die 

Gesamtzahl der Grossen a bezw. p, d. h. der aus der Singularitat 

hervorgegangenen Riickkehr- und Wendepunkte, mit r' und w' die 

reetten unter diesen, mit d' und t' die isolirten (aus der Singu­

laritat hervorgegangenen) Doppelpunkte unci Doppeltangenten, so 

besteht, wie auch die Auflosung erfblgen moge, immer die Be-

ziehung: 

r' — w' + 2 (qV — f) = r — w. 

Der Betrag der linken Seite dieser Gleichung, der auch im 

Falle einer mehrelementigen Singularitat von der Art der Varia­

tion nicht abhangt, ist in den ausgestellten Blattern fur jede 

Singularitat als ihr ,,Realitatsindexu besonders angefuhrt. 

Die ausgestellten Zeichnungen unci die zugehorigen Rech-

nungen hat im Jahre 1883 Herr Ch. Schiiltheiss, clamals Stu-

dirender der Mathematik an der technischen Hochschule in 
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Mlinchen, ausgefiihrt. Die Zahlenannahmen sind auf den Blattern 

selbst bemerkt, die Bezeichnungen die dieser Note. U m die 

Singularitaten auch M r das Auge zu trennen, hat man die Or-

dinaten teilweise in anderem Masstab wie die Abscissen aufge-

tragen. 

Eine Vorstellung von den Zeichnungen mogen die folgenden 

Beispiele geben: 

1. Beispiel. Entwicklung: y = x3 -\~ . . ., oder x == X3, 

y = X4. p (X) = 3 X2 = o ist die Grleichung fur die Ruckkehr-

punkte. Wendepunkte (to (X) = —) existiren keine. Setzt man 

Pi W - 3 (X2 - e), to, (X) = co (X) = i-, 

so erhalt man fiir die Punkt- und Liniencoordinaten der variirten 

Curve: 

x -= — 3 s X + X3 u = 4 - ^ 
o 

y =. — 2 sX2 -f X4 v = — 2 sX2 + -J-X4 
o 

Fiir die Doppelpunktsparanieter hat man die Gleichungen: 

o = 3 (X2 — e) + 3 X D + D2 

o = X + y, 

Daher: X = — Xx =')/'3s, oder einen Doppelpunkt in x = o, 

j = 3 s2. Doppeltangenten treten (im Endlichen) nicht auf. Die 

Rtickkehrpunkte sind: x = + 2 s V^, J = — £2. Der Kealitats-

index ist = 1. Die Grleichung einer der adjungirten Curven 

(n — 1)= (oder von niedrigerer) Ordnung lasst sich in der Form 

darstellen (a. a. o. § 11 S. 407): 

x(y + £2) = o. 

Im Folgenden sind drei Typen gezeichnet nebst ihren reci-

procen Formen, indem einmal x, y, das anderemal 0,15 u, v als 

rechtwinklige Coordinaten aufgetragen sind. 

3* 
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2. Beispiel. Entwickelung j = x3 -f 

y = X6. p(X) = 3Xa = o; o)(X) = ~ X = 

. ., oder x = X3, 

o sind die Gleich-

ungen fiir die Riickkehr- und Wendeptinkte. Man setze fiir die 

variirte Curve: 

Pl(X) = 3 ( X a - e); 

Dana wird: 
x = — 3 sX + X3 

5" 
y = 5s7)X2 — g sX3 -

10 5 

10 

Wl(X) 
10 

(X - YJ). 

5e7jX2 sX3 

v]X* 4- x5 

| ^ + |x» 
3 6. ' ' 3 

Die Coordinaten der Kiickkehrpunite sind: 

±2sfs; 
• ( l " ± H <2 ' - 3 

Die Grleichung fur die Parameter der Doppelpimkte ist: 

x4 + 2x3a + x2(4a'2 — 7 ) +4xa-(-12a2 + 1 6 — o, 

D 7] 
wo a = -T 

und % = 
X 

ist. 
4 f - s V—s 

Die Discriminante dieser Gleichung ist: 

s(7j2 — e) (25 7 j 2 — 16 e)4, 
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wo der erste Factor dem Zusammenrtieken der zwei Spitzen, der 

zweite dem Auftreten einer Schnabelspitze, der dritte dem Auf-

riicken einer Spitze auf einen gewohnlichen Curvenzweig entspriclit. 

Fur 7] = o erlialt man, wenn e negativ ist, isolirte Doppel-

punkte in 
a i r — 16 17 

x = 4s V — s; y = • — e V _ s. 
o 

Der Eealitatsindex ist = 1. 
Ich fiige noch die Gleichung einer adjungirten Curve dritter 

Ordnung (s. oben) an, die schematisch (punktirt) eingezeichnet ist: 

(y — ax) (x — p) = x (x — T)2 § 

4 Q 8 s2 5 , 2 
wo a = — s, S = — —, Y = — sy], o == -—• 

ist, und lasse hier einige Typen folgen (die Ordinaten sind im 

lOfachen Masstab der Abscissen aufgetragen): 
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Die entsprechenden reciprocen Formen, die durch Auftragen 

von y und 10v als rechtwinkligen Coordinaten entstehen, sind: 

3 Beispiel (Schnabelspitze): y = x2 ~f- xT ~|~ .... oder 
x = X2, y = X4 + X5. 
Fur Pl = 2X, 

•. = (4 + ^)(X-.)-^(x' + 4xa + ^ 

IB 8 . . -. 
wo a = 1 — s, b = — — s gesetzt ist, wird: 

o o 
x = X2 

y = bX3 + aX4 + X5 

u = g bX + 2 aX2 -f- ̂  X3 

v = |^ + aX* + | XI 
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Die Parameter des Doppelpunktes sind: X = —Xt = 21/ ~~. 
o 

Die Gleichung fiir die Beriihrpunkte der Doppeltangente lautet: 

o = (A X* _ 2 aX - 2 b)8 + (~ X -a) (5 aX2 + y bX + ab). 

Hire Discriminante zerfalit wieder in Factoren : 

b(4a2 —~b) (a2 + 5b)4, 

deren Verschwinden dem Auftreten einer Schnabelspitze, dem 

Zusammenriicken zweier Wendepunkte and dem Falle, dass eine 

Wendetangente noch einmal beriihrt, entsprechen Der Realitats-

index ist = o. 

Die folgenden Typen zeigen den ITbergang von positiven 

Werten von e durch Null zu negativen (die Ordinaten .sind in 

doppeltem Masstab aufgetragen): 

Die Zerfallung der Discriminanten der Singularitatengleichun-

gen fiir die hier betrachteten besonderen rationalen Curven, die 

inzwischen Herr F. Meyer (Math. Ann. Bd. 38) auf allgemeine 

rationale ausgedehnt hat, besitzt insofern eine weitere Bedeutung, 

als sie den algebraischen Kern einer bekannten Relation zwischen 

den reellen Singularitaten einer algebraischen Curve, die Herr 

F, Klein aufgestellt hat (Math. Ann. Bd. 10), wenigstens fiir ra­

tionale Curven blosslegt. 

T u b i n g e n , im Jul! 1892. 



Uber die constructive!! Postulate der Raumgeometrie 

in ihrer Beziehung zu den Methoden der Darstellenden 

Geometrie. 

Yon G. Hauck in Berlin. 

Ei n I e i t u n g. 

Fur das Arbeitsgebiet der Darstellenden Geometrie sind haupt-

sachlich zwei Gesichtspunkte massgebend: 1) die Aufgabe, gegebene 

drei-dimensionale Objecte durch zweidiniensionale Gebilde darzu-

steilen oder abzubilden, 2) die Aufgabe, die ideellen raumlichen Con-

structionen, welche bei der Losung von geometrischen Problemen 

zunachst nur in der inneren Vorstellung vollzogen werden, praktisch 

zu verwirklichen. 

M a n geht bei dem gewohnlichen Lehrgang in der Kegel von 

der ersten Auf gab e aus, indem man, ankntipfend an den natur-

lichen Sehprocess die verschiedenen Abbildungsmethoden ent-

wickelt, und behandeit dann die zweite Auf gab e auf Grand der 

ersten, indem man die Constructionen, die eigentlich an den 

Eaumobjecten selbst zu vollziehen waren, in cleren Abbildungen 

ausfiihrt, Auch der geschichtliche Entwicklungsgang derWissen-

schaft weist auf diesen W e g als den naturgemassen; der BegrifF 

der Projection stand bereits zur Verftigung, als die wissenschaft-

liche Behancllung der zweiten Aufgabe in Angriff genommen wurde. 

Trotzdem bietet der Versuch, den umgekehrten W e g zu 

gehen, das heisst: die zweite Aufgabe an die Spitze zu stellen 

und unabhangig von dem BegrirT der Abbildung zu behancleln, 

ein holies Interesse. Das Bestreben, die ideellen Raumconstruc-

tionen zu realisiren, hat an und fiir sich mit dem Sehprocess 

niclits zu schaffen. Erst durch die Behandlung dieser Aufgabe 
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a priori, wie sie im foigenden versucht werden soil, gewinnt man 

ein klares Urteil liber die innere Notwendigheit der Methoden, 

die zur Losung der Aufgabe dienen; man erkennt, was an den 

ihnen zu Grande liegenden Anschauiingen notwendig und aus 

welchen Zweckmassigkeitsgrunden das Mcht-notwendige aufge-

nommen ist. 

Man wird bei einem solchen Versuche von den ideellen con-

structiven Poshdaten der Eaumgeometrie ausgehen miissen, welche 

man auf wirklich vollziehbare Operationen zu rediiciren bestrebt 

sein wird. 

Eine Erorterung jener Postulate mochte schon an sich an-

gezeigt erseheinen. Es will mich bedtinken, als ob dartiber viel-

fach eine gewisse Unbekiimmertheit und Unklarheit herrschte, 

unci als ob namentlich die Verschiedenheit, die in dieser Bezieh-

ung zwischen den Anschauiingen der EuMidischen Geometrie und 

der neaeren Geometrie besteht, nicht geniigend zum Bewusstsein 

gekommen ware. Wahrend den Axlomen der Geometrie die 

eingehendsten Untersuchungen gewidmet worden sind, hat man 

sich hinsichtlich der Postulate meist nur auf die Constructionen 

in der Ebene beschrankt (Mascheroni, Steiner). Das Problem der 

Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden mit einer Ebene 

scheint mir in seiner fundamentalen Bedeutung fiir die raumlich-

constructive Geometrie, wie sie bei den foigenden Betrachtungen 

zu Tage treten wird, bisher nicht geniigend gewiirdigt worden 

zu sein. 

§ 1. Die constructiven Postulate der Euklidischen und der 

neueren Geometrie. 

Euklid stellt zunachst fiir die Ebene die Postulate auf: Es 

sei mogiich, 

1) von jedem Punkt nach jedem andern eine gerade Linie 

zu ziehen, 

2) eine begrenzte gerade Linie stetig gerade fort zu ver-

langern, 

3) aus jeclem Punkte in jedem Abstande einen Kreis zu 

beschreiben. 
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Diese Postulate tibertragen sich claim auch auf den Kaum, 

insoferne sich ihre Giltigkeit auf jede durch drei Punkte bestimmte 

Ebene erstreckt. Euklicl denkt sich also, es sei immer mogiich, 

durch irgend drei beliebige Punkte des Raumes eine Ebene zu legen 

und in ihr die Constructionen der ebenen Geometrie auszufiihren. 

M a n konnte diese letztere Forclerung, die Euklid zwar nicht direct 

ausspricht, cleren Yoraussetzung aber aus seinen thatsachlichen 

Constructionen folgt, zu clen obigen drei planimetrischen Postu-

laten noch als erganzendes stereometrisches Postulat hinzufugen, 

Jecle ausgedehntere raumliche Construction setzt sich aus 

gewissen Fundamentalconstructionen zusammen. Yon diesen ist 

die becleutsamste die Bestimmung der Schnittlinie zweier Ebenen 

oder des Schnittpunktes einer geraclen Linie mit einer Ebene. 

Da sich jede dieser zwei Aufgaben unmittelbar auf die andere 

zuruckfuhren lasst, so ist es gleichgiltig, welche man als die 

urspriingiiche nimmt. Wir geben im folgenden der zweiten den 

Yortritt unci bezeichnen sie kurz als „Schnittpiinhtproblemu'. 

Merkwurcligerweise gibt sich nun bei Euklicl, clessen 

constructiver Inhalt tiberhaupt ein beschrankter ist, nirgends 

ein Anlass zur Anwendung jener zwei Aufgaben, so class er 

keinen Grand hat, sich tiberhaupt mit clenselben zu befassen. 

Dagegen gibt er die Losung der Aufgabe: auf eine gegebene 

Ebene von einem ausserhalb derselben gegebenen Punkt eine 

Senkrechte zu fallen, — mit deren Hilfe sich das Schnittpunkt-

problem sofort eiiedigt. 

U m von einem Punkt A (vergl. Fig. 1) 4̂ 

eine Senkrechte auf eine Ebene P zu fallen, /|\ 

zieht man in P eine beliebige Gerade B G , P \ 

fallt (in der durch B G unci A bestimmten / \ j S ^ — / ^ / 

Ebene) A D ± BG, errichtet (in der Ebene P) L ^ — — £ - J 

B E _L B G unci fallt (in der durch A D unci F & 1-

D E gedachten Ebene) A F J_ D E : so ist A F die verlangte 

Senkrechte. 

*Soll nun der Schnittpunkt einer Geraclen mit einer Ebene 

bestimmt werclen, so fallt man (vergl. Fig. 1) von einem beliebigen 

Punkt A der gegebenen Geraclen die Senkrechte A F auf die ge­

gebene Ebene unci errichtet in der durch die Gerade unci die 
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Senkrechte gedachten Ebene auf AF in F eine Senkrechte: so 

schneidet diese die gegebene Gerade in dem gesuchten Schnitt-

punkt S. 

Es mochte vielleicht auffallencl oder gar paradox erscheinen, 

dass die Losung dieser Aufgabe, die wir doch als lineare Auf-

gabe zu betrachten gewohnt sind, die mehrfache Anwendung des 

Zirhels verlangt. Eine Losung, die bloss mit geradeil Linien 

operirt, lasst sie nicht zu. 

Es hangt dies eben mit den durch die Euklidischen Postulate 

gegebenen Constructionsbedingungen zusammen unci durfte in 

letzter Instanz zu der Theorie der Ebene in Beziehung zu 

bringen sein. 

Mit der Anschauungsweise der neueren Geometrie steht es 

allerdings in directem Widerspruch. Diese hilft sich denn auf 

einfache Weise dadurcli, dass sie fur ihre Constructionen das 

neue Postulat einfuhrt: es sei mit einer Geraden und einer Ebene 

eo ipso audi deren Schnittpunkt, oder mit zwei Ebenen eo 

ipso auch deren Schnittlinie bestimmt. Der Begriff „lineare Con­

struction" wird yon der Ebene auf den E a u m ubertragen; wah-

rend er aber dort die blosse Beuutzung yon geraden Linien in 

sich schliesst, kommt im E a u m noch die Ebene liinzu, und es 

wird nun, entsprechend dem analytischen Ursprung jenes Be-

griffes der Schnitt zweier Ebenen oder einer Ebene mit einer 

Geraden ganz ebenso postulirt wie in der Ebene der Schnitt 

zweier Geraden. 

Es findet sich zwar dieses Postulat meines Wissens nirgends 

ausdrucklich ausgesprochen, es wird nur stillschweigend, vielleicht 

auch unbewusst angenommen. Aber tiber seine thatsachliche An-

nahme kann kein Zweifel bestehen. W e n n man z. B. sagt, durch 

den Schnitt eines Ebenenbuschels mit einer geraden Linie sei 

eine Punktreihe bestimmt. so denkt niemand daran, die einzelnen 

Schnittpunkte alle erst durch besondere Constructionen zu er-

mitteln, sondern die Schnittpunkte sind mit dem Ebenenbusehel 

und cler Geraden eo ipso vorhanden. Schon das Dualitatsprincip 

yerlangt mit Notwendigkeit eine Gleichberechtigung zwischen 

Punkt und Ebene ; wenn daher die Bestimmung der Yerbind-

ungslinie zweier Punkte postulirt wird, so muss notwendig das-
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selbe audi ftir die Schnittlinie zweier Ebenen. verlangt werden. 

Wahrend also das in Frage stehende Postulat vom Standpunkt 

der Euklidischen Geometrie als uberfltissig und daher unzulassig 

bezeichnet werden muss, kann vom Standpunkt der neueren 

Geometrie seine Berechtigung iricht beanstandet werden. Nur 

darf es nicht versteckt nntersclioben, sondern muss offen ausge-

sprochen werden. 

Die stillschweigende Annahme des SchnittpunMposhtlates 

durcli die neuere Geometrie, verb Linden mit dem Umstand, dass 

Euklid die betreffende Aufgabe nicht ausdrucklich behandelt, gibt 

wohl die Erklarung fur die in der Einleitung erwahnte Unsieher-

heit und Unbekummertheit, die si oh vielfach hinsiohtlich der oon-

structiven Postulate der Raumgeometrie bemerkbar macht. 

§ 2. Reducirung der Euklidischen Postulate. 

Wir halten vorerst an den Euklidischen Postulaten fest und 

gehen darauf aus, die auf sie gegrundeten ideellen Raumcon-

structionen in eine fiir die praktische Ausfuhrung geeignetere 

Form zu bringen. Man wird zu diesem Zwecke vor allem be-

miiht sein, das Construiren in alien mogiichen Ebenen in Weg-

fall zu bringen^ indem man jene Constructionen samtlioh auf eine 

und dieselbe Ebene zu fibertragen sucht. Dies ist in der That 

moglich: man kann die Constructionen so reduciren , dass man 

nur in einer einzigen, ein flir allemal bestimmten Ebene zu 

zeichnen hat und dass von Operationen im Raum nur das Ziehen 

von geraden Linien und das Abmessen von Punktabstanden 

(mittelst Stechzirkei oder Masstab) verbleibt. 

Bei dieser Reduction kommt die Hiifsaufgabe der Bestimmung 

des Schnittpunktes einer Geraden mit einer Ebene fortgesetzt zur 

Anwendung. Da sie nach der in § 1 gegebenen Losung das 

Zeichnen in 4 verschiedenen Ebenen erfordert, so erscheint es 

zweckmassig, sich zuerst mit dieser Fundanientalaufgabe zu be-

fassen. 

Man wird zunachst versuchen, das Anwendungsgebiet der 

etwas umstandlichen Construction mogiichst einzuschranken. (Da-



G. Ha uck, Constructive Postulate der Raumgeometrie. 45 

zu mag vorgreifend gleicli bemerkt werden, class, auch wenn man 

im Sinne der neueren Geometrie den Schnittpunkt einer Geraden 

mit einer Ebene als eo ipso gegeben postulirt, man auch hier gut 

thun wird, das Mass der Forderung nur auf das Notwendigste 

zu beschranken.) In dieser Hinsicht lasst sich nun leicht zeigen, 

dass es nur erforclerlich 1st, die Schnittpunkte der Strahlen irgend 

eines Strahlenbundels mit einer einzigen Ebene durch die bewusste 

Construction (bezw. durch Postulat) zu bestimmen; fiir jede an-

dere Gerade unci Ebene ergibt sich claim cler Schnittpunkt durch 

erne einfache Linenconstrurtion. Bezeichnen wir das Centrum 

jenes Strahlenbundels als Hauptpunkt, die Strahlen als Haupt-

strahlen, ferner jene einzige Ebene als Hauptebene, so gesfcalten 

sich die betreffenden Linienconstructionen wie folgt: 

U m den Schnittpunkt S einer beliebigen Geraden A B (vergl. 

Fig. 2) mit cler Hauptebene P zu linden , zieht man nach zwei 

beliebigen Punkten A, B der Ge-

raden Strahlen vora Hauptpunkt 0, 

bestimmt deren Schnittpunkte a, b 

mit cler Hauptebene: so schneidet 

die Verbinchmgslinie ab die ge-

gebene Gerade in clem gesuchten 

Spurpunkt S. 

U m ferner (vergl Fig. 2) clen 

Schnittpunkt T einer Geraclen A B 

mit einer beliebigen, durch drei Punkte C, D, E bestimmten 

Ebene zu finden, zieht man nach clen funi Punkten A, B, (7, D; 

E Hauptstrahlen unci bestimmt deren Schnittpunkte a, b, c, d, e 

mit cler Hauptebene. Schneidet clann die Lime ab clen Umf'ang 

cles Dreiecks cde in /unci //, unci zieht man 0 f unci 0g, welche 

die entsprechenden Seiten cles Dreiecks C D E in F unci G 

schneiclen, so erhalt man im Schnittpunkt cler Linie F G mit cler 

Geraden A B clen gesuchten Punkt T. 

Hiernach bleibt die Anwenclung der in § 1 besprochenen 

Construction nur auf die Schnittpunkte von. Hauptstrahlen mit 

cler Hauptebene beschrankt. — M a n wird also weiter bestrebt 

sein, [die genannte Construction in dieser Begrenzung so zu 

modificiren, class nur in der Hauptebene gezeichnet zu werden 



46 G. Hauck, Constructive Postulate der Raumgeometrie. 

braucht und im Kaum nur Linien zu ziehen und Punktabstande 

zu messen sind. 

Zunachst lasst sich die Euklidische Losung der Hilfsaufgabe 

— von einem Punkt 0 eine Senkrechte auf eine Ebene P zu 

fallen — folgendermassen modificiren: Man verbinclet (vergl. 

Pig. 3) den Punkt 0 mit drei 

beliebigen Punkten p, q, r der 

Ebene P unci klappt die zwei 

Dreiecke p q 0 und p r 0 in 

die Ebene um, indem man die 

Abstande p O , qO, r O abmisst 

und aus^, q, r mit den betref-

fenclen Abstanden Kreisbogen 

in der Ebene P beschreibt, welche sich in Di und £)2 schneiden. 

Fallt man dann von Dt und D2 auf p q und p r Senkrechte, 

welche sich in to schneidem so ist Oco die verlangte Senkrechte. 

Hat man nun den Schnittpunkt irgencl eines Hauptstrahles 

O A mit der Hauptebene zu bestimmen, so fallt man ausser der 

ein fur allemal bestimmten Senkrechten O w nach clemselben Yer-

fahren auch noch vom Punkt A die Senkrechte A a auf die 

Hauptebene. Zieht man dann wa, so schneiclet diese den Haupt-

strahl O A im gesuchten Schnittpunkt a. 

Nach cliesen Vorbereitungen halt es nunmehr nicht schwer, 

allgemein bei jeder Euklidischen Eaumconstriiction die in alien 

moglichen Ebenen sich bewegenden planimetrischen Operationen 

in eine einzige Ebene zu ubertragen. Es geschieht dies mittelst 

des Umklappungsverfahrens. Als Constructionsebene dient wieder 

die Hauptebene: 

Die Ebene im Raum, in der eine planimetrische Operation 

auszufuhren sei, sei bestimmt durch die drei Punkte J., J5, 0 

(vergl. Fig. 4). D m zunachst die Spurlinie der Ebene zu er-

halten, bestimmt man die Spurpunkte der Linien A B, B C, C A 

auf die oben (S. 45, Mitte) angegebene Weise: Zieht man nach 

A, B, G Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte a, I, 

c mit der Hauptebene, so schneiden sich ab unci A B , be und 

B C, ca und C A in den drei Spurpunkten S, T, U, welche in 
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einer Geraden liegen, namlich in der Spurgeraclen der Ebene 

A B C . Man kann nun die Umklappung 9X93© des Dreiecks A B C 

urn diese Spurgerade zeichnen, indem man die Strecken SA, 

SB, UAt U C abmisst, 

aus S mit S A und aus 

U mit U A Kreisbogen 

beschreibt, die sich in 91 

schneiden, endlich auf 

Sfi und midie Strecken 

£93 = S B und [/(£ = 

U C auf tragi Die iibri-

gen Punkte der Drei-

ecksebene, die bei der 

auszufuhrenden Con­

struction ins Spiel kom-
Fig. 4. 

m e n , z. B. X , werden clann in die Umklappung iibertragen, in­

dem m a n X B unci X G zieht, welche die Spurgerade in V und 

W schneiden mogen, ferner 793 und T 7 S zieht, welche sich 

in X schneiden. Vollzieht m a n sodann die veiiangte planimetrische 

Construction in der Hauptebene, so hat man schliesslich die re-

sultirenclen neuen Punkte auf umgekehrtem W e g e aus der U m ­

klappung in den R a u m zu iibertragen. 1st also £ ein resultiren-

cler Punkt in der Umklappung, so zieht m a n 3£S3 unci £ 6 , welche 

die Spurgerade in V unci W schneiden, zieht ferner V B und 

W C } welche sich im Raumpunkt X schneiden. 

Hiemit ist nun bewiesen., dass die constructiven Postulate 

Euhlids reducirt iverden konnen auf die folgenden einfacheren: 

E s set ntoglich, 

1) im R a u m Punkte ditreh Linien zu verbinden, die Linien 

beliebig zu verldngem und Strecken auf ihnen abzumessen. 

2) in einer einzigen Ebene Kreise zu beschreiben. 

Es verclient besonders hervorgehoben zu werclen, class der 

Yersuch, die Operationen cler Eukliclischen Geometrie auf die Be-

niitzung einer einzigen Constructionsebene zu reduciren, schon 

bei d e m Schnittpunktproblem ganz von selbst auf clen Begriff der 

^Projection" gefiihrt hat, insoferne m a n das Hauptstrahlenbiindel 

als projicirendes Strahlenbundel, die Hauptebene als Projections-
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ebene auffassen und also z. B. in Fig. 2 Dreieck cde als Pro­

jection von Dreieck G D E betrachten kann. Hier ergibt sich 

also der Begriff der Projection direct aus der Aufgabe, die 

ideellen Raumconstructionen praktisch zu verwirklichen, ganz unab-

hangig vom Sehprocess, aus (lessen mathematischer Abstraction 

jener Begriff in der Kegel abgeleitet wird. 

§ 3. Weitere Reduction mit Hilfe des Schnitt-Punktpostulates* 

Methode der cotirten Projectionen. 

Die Constructionen auf noch einfachere Operationen im Ranni 

als das Ziehen von geraclen Linien und das Abmessen von Strecken 

zuruckzufuhren, ist, wie wir sehen werden, nicht moglich, solange 

wir an den Euklidischen Postulaten lesthalten; es kann aber er-

moglicht werden durch Annahme cles Schnittptmktposhdates. 

Der nachste Schritt zur weiteren Reduction wiircle der Yer-

snch sein, das Ziehen von G-eraden und Abmessen von Strecken 

im R a u m ausschliesslich auf Hauptstrallien m beschranhen. Be-

zeichnet man den Abstand ein.es Punktes von seiner Projection 

als seine „Cote", (unter Yerallgemeinerung des mit dieser Be-

zeichnung gewohnlich vei'bundenen Begriffs), so kommen bei clem 

Abmessen offenbar bloss Coten in Betracht; denn die Lange 

einer beliebigen auf einem Hauptstrahl liegenden Strecke ergibt 

sich als Differenz der Coten ihrer Endpunkte. 

Mustert man nun die im vorigen Paragraphen besprochenen 

Constructionen, so scheinen sich dieselben in der That leicht der-

art modificiren zu lassen, dass von Operationen im Raum nur 

das Ziehen von Hauptstrahlen unci clas Abmessen bezw. Auftragen 

von Coten zur Anwendung konimt. Die Modification besteht 

darin, class man das Ziehen, von anderen Raumgeraden und das 

Abmessen von Raumstrecken in clen Umklappungen ihrer pro-

jicirenclen Ebenen vornimmt. 

W a s zuerst die Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden 

mit einer beliebigen. Ebene anlangt (vergl. Fig. 2, S. 6), so waren, 

urn den Schnittpunkt T zu gewinnen, im R a u m die Linien C E , 

http://ein.es
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D E , F G zu ziehen. Dies kann nun dadurch umgangen werden, 

dass man sich zuerst die Cotenlangen f F und gG ermittelt, in­

dem man die projicirenden Dreiecke ceO und deO umklappt, (man 

misst z. B. die Coten c0) cC, eO, eE ab, setzt daraus die Um­

klappung von Dreieek ceO samt der Linie C E zusammen, zeichnet 

die Linie fO mit Schnittpunkt F ein und misst fF ab). Sind 

die Langen von fF und gG geflinden, so ist es weiterhin leicht, 

die Umklappung der projicirenden Ebene abO mit samtlichen in 

ihr liegenden Linien zu zeichnen, wodurch man die Projection t 

sowie die Lange der Cote tT des gesuchten Schnittpunktes ge-

winnt. Schliesslich erhalt man dann den Punkt T im Eaum, 

indem man den Hauptstrahl Ot zieht und auf ihm die Cote tT 

auftragt. 

In ahnlicher Weise lasst sich die (durcli Fig. 4, S. 8) illustrirte 

Losung der Aufgabe modificiren: ein beliebig im Eaum liegendes 

Dreieek A B C in die Hauptebene umzuklappen und umgekehrt 

einen Punkt 9£ der Umklappung in den Eaum zu ubertragen. 

Urn zunachst die Spurgerade S U zu finden, klappt man das pro-

jicirende Dreieek abO samt den Punkten A und B um, alsdann 

ergibt sich Punkt S als Schnittpunkt der linie ab mit der Um­

klappung von AB. Analog bestimmt sich U mittelst Umklappung 

des Dreiecks acO. Da diese zwei Umklappungen zugleich die 

wahren Langen. von SA und SB, U A und UG enthalten, so kann 

nunmehr die Umklappung 91836 des Dreiecks A B C sofort ge-

zeichnet werden. U m weiter den Eaumpunkt X aus seiner Um­

klappung 36 zu erhalten, bestimmt man zuerst die Projection x, 

indem man 3£93 und X© zieht, welche die Spurgerade in. V und 

W schneiden, dann Vb und W c zieht, die sich in x schneiden. 

Endlich bestimmt man die Cotenlange xX, indem man das pro-

jicirende Dreieek xeO umklappt, in der Umklappung Punkt C 

eintragt und W C zieht, welche von. der Umklappung von xO die 

gesuchte Cotenlange abschneidet. Punkt X im Eaum ergibt 

sich dann (lurch Auftragen der Cote x X auf dem Hauptstrahl Ox. 

Man beachte bei diesen Modificationen wohl^ dass, wahrend 

es sich vorher nur um ein Ahmessen von Strecken im Eaum 

handelte, nunmehr audi das Auftragen von Strecken auf Haupt-

strahlen ins Spiel kommt. 

4 
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Nun darf aber nicht vergessen werden, dass in alien cliesen 

Construotionen noch die vorherige Bestimmung der Projectionen 

der einzelnen Baumpunkte, also die Bestimmung der Schnittpunkte 

von Hauptstrahlen mit der Hanptebene steckt. Die Losung dieser 

letzteren Aufgabe aber, wie sie im vorigen Paragraphen gegeben 

wurde (vergl. Pig. 3, S. 7), liisst sich in keiner Weise auf das blosse 

Ziehen von Hauptstrahlen unci Abmessen von Coten ziiriickfuhren. 

Wir kommen also zu clem Schluss, class die versuchte Beduction 

nicht mogiich ist, solange man an den Eukliciischen Postuiaten 

festhalt, class sie aber mogiich wird, sobalcl man das Postulat der 

neueren Geometrie fur Hauptstrahlen unci Hauptebene adoptirt. 

So gelangt man dazu, die folgenclen neuen Postulate betreffs 

cler im R a u m zu vollziehenden Operationen anfzustellen: 

Es sei mogiich, von einem festen Punkt (Hauptpunkt) einen 

Strahl nach jedem Punkt cles Raumes zu ziehen, clessen Schnitt-

punkt mit einer festen Ebene (Hauptebene) zu bestimmen unci 

auf ilmi eine Strecke abznmessen unci aufzutragen. 

Oder anclers ausgedriickt: 

Fur jeden Punkt cles Raumes sei dessen auf ein gegebenes 

Projectionssystern bezogene Projection bestimmbar und seine Cote 

abmessbar und auftragbar. 

Damit sincl wir nun zu der darsteliend-geometrischen „Me-

tliode der cotirten Projectionen^ gelangt. 

Bei der praktischen Yerwertung cler Methode wird cler Haupt­

punkt ocler clas Projectionscentrum am bequemsten im Unencllichen 

in zur Hauptebene senkrechter Bichtung angenommen, woclurch 

sich die vorbesproclienen Funclamentalconstructionen principiell 

nicht anclern, wohl aber erheblich vereinfachen. 

Audi die axonometrische Constmctionsmethode kann in ge_ 

wissem Sinn unter clenselben Gresichtspunkt untergeorclnet werclen. 

§ 4. Die Methode cler doppelten Projection. 

Bei cler zuietzt vorgenommenen Beduction blieb als Bestbe-

stand von Operationen im B a u m 1) das Ziehen von Strahlen in 

einem bestinimten Strahlenbundel, 2) das Abgreifen und Auftragen 
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von Massen auf diesen Strahlen. Das zweite ist jedenfalls eine 

weniger einfache Operation als das erste. Man kann daher ver-

suchen, die Constructioiien noch weiter zu modificiren dadurch, 

dass man die zweite Operation in Wegfall bringt mid an Hire 

Stelle eine zweite Auflage der ersten Operation treten lasst. 

M a n wircl also neben dem aus Hauptstrahlenbundel mid 

Hauptebene bestehenden ersten Frojedionssystem noch ein zweites 

Hauptstrahlenbundel einfuhren, welches rait einer zweiten Haupt­

ebene ein ziveites Frojedionssystem bildet. Der Einfachheit halber 

kann man (vergl. Fig. 5) den zweiten Hauptpunkt 0' in der ersten 

Hauptebene P annehmen mid die zweite Hauptebene P durch 

den ersten Hauptpunkt 0 legem 

Die gegenseitige Lage der Hauptebenen mid Hauptpunkte 

mag man sich etwa dadurch bestiramt denken, dass die gemein-

schaftliche Schnittkante g der Hauptebenen (Grundschnitt), der 

von ihnen gebildete Winkel w, mid in jeder Hauptebene der be-

treffende Hauptpunkt gegeben sei. Es ist alsdann leiclit, die Ent-

fernung OOl der zwei Hauptpunkte zu bestimmen. Pallt man 

namlich (vergl. Fig. 5) in P von 0 die 

Senkrechte O m auf g mid errichtet in P 

auf g im Punkt m eine Senkrechte, welclie 

die durch 0' mit g gezogene Pa-

rallelen in n sclmeidet, so enthalt 

Dreieck O m n bei m den Winkel w, Dreieck 

OnO' ist bei n rechtwinklig; beide Dreiecke 

^S-.5- koiinen also in wahrer Gestalt gezeiclmet 

werclen, woclurch sich die Lange von 0 0 ' ergibt, 

Es ist noch daran zu erinnern, dass gemass den ErorteniDgen 

in § 2 fur die zweite Hauptebene nicht das Schnittpmiktpostulat 

vorauszusetzen ist. In der That erkennt man (vergl. Fig. 5), dass 

wenn a mid a' die beiden Projectionen eines Eaumpunktes A 

sind, die Linien Oct* mid O'a sich in einem Punkt p des Grund-

schnitts g schneiden mussen. Ist also in der ersten Hauptebene 

die Projection a vermoge des Schnittpmiktpostulates bestimmt, 

so fhidet sich die zweite Projection a' dadurch, dass man O'a bis 

zum Schnitt p mit g zieiit, daiin Op zieht, welclie von O'A in 

a' geschnitteii wircl. 
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Die bei der Methode der cotirten Projectionen erforclerliche* 

Operation des Abmessens und Auftragens von Coten im Kaum 

kann nunmehr auf folgende Weise umgangen werden: 

1) 1st (vergl. Fig. 5) die Lange der Cote a A abzumessen, 

so bestimmt man auch noch die zweite Projection a' des Punktes 

A auf die oben angegebene Weise. Hierauf kann man (mittelst 

der abgemessenen Strecke p 0 und der ein fur allemal be-

stimmten O'O) das Dreieck O'p 0 in die erste Hauptebene um-

klappen, in der Umklappung Punkt a' eintragen, 0'a4 und O a 

mit Schnittpunkt A einzeichnen und die umgeklappte Cotenlange 

a A abmessen. 

2) 1st umgekehrt der Eaumpunkt A mittelst Auftragens der 

Cote a A auf dem Hauptstrahl Oa zu bestimmen, so zieht man 

0 a bis p und pO. Hierauf klappt man Dreieck O'p 0 in die 

erste Hauptebene urn, zieht in der Umklappung Oa, tragt auf ihr 

aA gleich der gegebenen Cote auf und zieht O'A bis a'. Ueber-

tragt man dann Punkt a' aus der Umklappung auf die Linie Op 

in der zweiten Hauptebene, so bestimmt sich der Punkt A im 

Kaum als Schnittpunkt der zwei Hauptstrahlen Oa und O'a'. 

Man bemerke, dass die Functionen der zwei Hauptebenen 

nicht gleichwertig sind. Wahrend die mit dem Schnittpunktpostulat 

behaftete erste Hauptebene als die eigentliche Constructionsebene 

fungirt; beschranken sich die Operationen in der zweiten Haupt­

ebene lediglich auf das Ziehen von Strahlen durch 0 und 

das Abmessen, bezw. Auftragen von Strecken (Coten) auf ihnen. 

Es erscheinen also die vorher im Kaum vollzogenen Abmessungs-

operationen nunmehr in die zweite Hauptebene verlegt. —Ubrigens 

konnen die Rollen der zwei Hauptebenen selbstverstandlich be-

liebig getauseht werden. 

Wir sind mit diesem Yerfahren zu der darstellend-geome-

trischen „ Methode der doppelten Projection" gelangt. 

Bei der praktischen Yerwertung der Methode konnen zum 

Zweck der Yereinfachung der Construction en die zwei Hauptpunkte 

im Unendlichen in zum Grrundschnitt senkrechter Kichtung ange-

noramen und kann der Winkei w der zwei Hauptebenen gleich 

90° gewahlt werden. Man hat dann die „Grund- und Aufriss-

Methode"' von Monge. 
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§ 5. Die Auffassungsweise der Darstellenden Geometrie. 

Es ist schliesslich auf einen wesentlichen Unterschied zwischen 

unserer seitherigen Betrachtungsweise und der gewohnlichen An-

schauungsweise der Darstellenden Geometrie anfmerksam zn 

machen, wodurch die an das Schnittpunktpostulat sich knupfenden 

Schwierigkeiten aufgehoben werden. 

Die Enklidische Geometrie geht von der Vorstellung aus, 

dass die Punkte im Raum, in ihrer gegenseitigen Lage unmittel-

bar gegeben seien, und schliesst ihre ideellen Constriictionen an 

die Raumpunkte clirekt an. Indem wir von dieser Auffassung 

unseren Ausgang nahmen, mussten wir bei unseren Versuchen, 

jene ideellen Constriictionen durch Uebertragung auf eine einzige 

Constructionsebene zu realisiren, die im Raum gegebenen Punkte 

erst in JBeziehung zur Constructionsebene setzen dadurch, dass 

wir ihre Projectionen bestimmten. 

N u n konnen wir aber dieseYorstellungsfolge audi umkehren, in­

dem wir uns nicht die Punkte im Raum, sondern ihre Projectionen 

und Coten (bezw. doppelten Projectionen) ursprtingiich gegeben 

clenken, so dass also die Punkte im R a u m nicht unmittelbar, 

sondern mittelbar durch jene Bestimmungselemente gegeben er-

scheinen. A n Stelle der an die Raumpunkte ankniipfenden ideellen. 

Forclerung der Bestimmung der Projectionen und Coten tritt dann 

die ideelle Aufgabe, umgekehrt aus den gegebenen Projectionen 

und Coten (bezw. doppelten Projectionen) die Lage der Punkte 

im R a u m zn ermitteln, bezw. sich in der inneren Yorsteilung zu 

vergegenwartigen. 

Dies ist nun in der That die gewohnliche Auffassungsweise 

der Darstellenden Geometrie. Durch sie kommen die Bedenken, 

die sich gegen die Annahme des Schnittpunktpostulates fur die 

Constructionsebene erheben lassen, in Wegfall. Denn die Prage, 

wie clenn nun eigentlich die Projection eines im Raum gegebenen 

Punktes praktisch bestimmt werden soil, wird dadurch gegen-

standslos. 

Berlin^ den 5. August 1892. 



Historische Studie iiber die organische Erzeugung ebener 

Curven von den altesten Zeiten bis z u m Ende des acht 

zehnten Jahrhunderts. 

Von A. v. Br aimmiihi in Munchen. 

Wenn ich es hier versache eine kurze Skizze der Bestreb-

ungen zu entwerfen, die seit Entstehung unserer geometrischen 

Wissenschaften darauf gerichtet waren, complicirtere Linien als 

die Gferade und den Kreis auf organischem Wege zu erzeugen, 

so kann es weniger meine Absicht sein, Vollstandigkeit in der 

Aufzahlung der hiezu erfundenen Instrumente zu erreichen oder 

gar eine eingehende Beschreibung und Kritik derselben von mecha-

nischem Standpunkte aus zu geb^n, als vielmehr diejenigen Mo-

mente in den einzelnen Entwicklungsepochen der Geometrie klar-

zulegen, aus denen das Bediirfnis nach solchen Mitteln hervor-

ging. Dabei habe ich meine Untersuchung bis gegen Ende des 

18. Jahrhunderts fortgeiuhrt, weil bis dahin alle Yorbereitungen 

getroffen waren, u m eine systematische Begrtindung der geometrischen 

Bewegungslehre zu ermogiichen, die man heute in dem Namen 

Phoronomie zusammenfasst. 

Unsere Kenntnis von den geometrischen Bestrebungen der 

Culturvolker beginnt ungefahr im siebenten Jahrhundert vor 

Clir. mit dem Auftreten des griechischen Weisen Tholes, dem 

Griinder der jonischen Schule. AUein die Kenntnisse dieser 

Schule, soweit sie sich aus den sparlichen Nachrichten ersehen 

lassen, die auf uns gekommen sind, miissen noch als sehr pri-

mitiv bezeichnet werden, und fanden ihre weitere Ausbildung 

erst in der italischen Schule, deren Griinder Pythagoras war 

(569—468). 
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Obgieich uns nur wenige Namen von hervorragenden Mannern 

aus jener Zeit bekannt sind, die zur Forderung unserer "Wissen-

schaft beitrugen, so tritt doch der Oharakter der letzteren bereits 

mit grosser Deutlichkeit hervor, denn die mathematischen Krafte 

centralisirten sich damals bereits auf die Losung dreier Probleme, 

die auch in der Folge die hervorragendsten Geister des ganzen 

Altertums beschaftigten, und die Erweckung und Ausbreitung 

der verschiedensten Gedanken im Gefolge hatten. Es sind dies 

das sogenannte delische Problem, namlich die Aufgabe einen 

Wiirfel zu construiren, der doppelt so gross ist als ein gegebener, 

dann das Problem, einen Winkel in drei oder mehr gleiche Teile 

zu teilen und endlich die Quadratur des Zirkeis. 

Die intensive Beschaftigung mit diesen drei Problemen, 

welche alien Versuchen einer Auflosung mittelst Zirkel und Lineal 

beharrlichen Wiclerstand entgegensetzten, war es, die den scharf-

sinnigen Mathematikern des Altertumes den Gedanken an die 

Erzeugung complicirterer Curven nahelegte, mit deren Hilfe die 

Losung dieser Aufgaben gelingen sollte und auch mehr oder 

weniger gelang. Das erste Probtem, dessen sagenhaften Ursprung*) 

wir iibergehen, wurde, nachdem es Hippohrates von Chios (urn 450) 

auf die Aufgabe zuruckgefuhrt hatte: zu zwei gegebenen Strecken 

zwei mittlere Proportionalen zu construiren, von Plato mittelst 

eines Instrumentes gelost, das jedoch nur ein unsicheres Heraus-

probiren der gesuchten Losung ermoglichte. Diese von clem 

Commentator Eutokius von Askalon*'^) stammende Nachricht (der 

auch Platos Instrument abbildet) gibt wohl zum erstenmal Kunde 

von einem Instrumente zur Losung geometrischer Aufgaben und 

verdient deshalb hier wenigstens erwahnt zu werden, obgieich das-

selbe nicht zur Erzeugung einer Curve verwendet wurde. 

Mit dieser empirischen Losung nicht zufrieden, suchten Plato's 

Schiiler nach neuen Mittein, u m die schwierige Aufgabe zu be-

waltigen und fanden sie auch bald in den Kegelschnitten, deren 

Entdeckung wahrscheinlich dem Menachmus oder dem fast gleich-

*) Ygl. M. Cantor: Eiiklid u. sein Jahrhundert. Zeitschr, f. Math. u. 
Pkys. Jhrg. 12. Suppl., pg. 18. 

**) Eutocii Ascalonitae in Arohimedis libros de sphaera et cylindro atque 
ailos quosdam Commentaria. Basileae 1542. pg. 15. 
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zeitigen Aristaeus, (im 5. Jahrhundert) der 5 Biicher liber die 

Kegelschnitte schrieb, zuziierkennen ist. Menachmus loste das 

delische Problem auf zwei Arten, indem er einmal zwei Parabeln 

und dann eine Parabel und eine Hyperbel verwendete, und da 

diese Methoden nur dann praktisch angewendet werden konnten, 

wenn Instrumente erfunden waren, welche eine mechanische Er-

zeugung dieser Curven gestatteten, so werden wir kanm fehlgreifen, 

wenn wir die Erfindung der ersten Kegelschnittzeichner bereits 

in die Zeit des Menachmus verweisen. In der That bemerkt auch 

Eratosthenes an einer Stelle, dass Menachmus zur Construction 

seiner Curven Instrumente gebraucht habe, liber deren Beschaffen-

heit er aber leider nichts verrat*). 

Zur Behandlung des zweiten Problems, der sogenannten Tri-

section des "Winkels, wurde, wie Proklus in seinem Commentar 

zum Euklid angibt, von Hippias, einem Zeitgenossen des Sokrates, 

eine transcendente Curve erfunden, die auch Dinostratus, der 

Bruder des Menachmus, sowohl auf dieses Problem, als auch zur 

Quadratur des Kreises anwandte. Von letzterer Yerwendung er-

hielt sie den N a m e n Quadratrix des Dinostratus. Dass die Alten 

auch diese neue Curve, wie es wahrscheinlich ist, mechanisch er-

zeugten, darliber findet sich allerdings in der Literatur keine 

Spur, dagegen wurde m a n durch die Neuerfindung dieser und 

ahnlicher krummer Linien zu der bekannten Einteilung derselben 

in Classen**) geflihrt, indem man die Gerade und clen Kreis als 

„ebene Orter", die Kegelschnitte als „korperliche Orter" und 

die librigen Curven als „lineare Orter" bezeichnete, welch letztere 

m a n auch nach ihrer Erzeugung ,,mechanische" nannte. Diese 

Einteilung der Orter findet sich vorzugsweise auch in jenen 

Schriften wieder, welche zur Zeit der Glanzperiode der griechischen 

Mathematik verfasst wurclen, die mit der Grlindung der Alexan-

drinischen Schule durch Ptolemaus Lagi begann und die Heroen 

*) Eutoldus 1. c. p. 22. fiihrt einen Brief des Eratosthenes au den Konig 
Ptolemaeus von Aegypten an, in welch em jener sagt: „Accidit enim omnibus 
his (Bearbeitern des Problems) desoripsisse demonstrative, verum non posse, 
quae invenerunt, manu efficere, et in usum deducere, praeterquam in brevitate 
Menaechmi: et haec difficulter." 

**) Vgl. z. B. Newton: Arithmetica universalis Lugduni 1732 pg. 212, 
und Chasles, Geschichte der Geometrie d. v. Sohncke, Halle 1839. pg. 2. 


