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EINLEITUNG.

Aul der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
zu Halle war beschlossen worden, bei Gelegenheit der fir den Herbst
1892 in Niirnberg geplanten Zusammenkunft eine Ausstellung mathe-
matischer und mathematisch- physikalischer Modelle, Apparate und
Instrumente zu veranstalten.

Schon einmal hat -— im Jahre 1876 in London — eine solche
Ausstellung in grosserem Umfange stattgefunden und reiche An-
regung geboten. Gerade in den letzten Jahrzehnten nun ist diesen
Grebieten wissenschaftlicher Bethiitigung ein erhohtes Interesse zuge-
wendet worden: Den praktischen Bediirfnissen entsprechend haben
sich die Hilfsmittel, Instrumente und Methoden, numerischer wie
graphischer Rechnung ganz wesentlich vervollkommnet und vermehrt.
Der geometrische Unterricht verfigt heute tiber reiche Sammlungen
von Modellen rdumlicher Gebilde, welche die Lagen- and Maass-
verhéltnisse derselben, sei es nach ihren totalen, sei es nach ihren
differentiellen Beziehungen zur Anschauung bringen. Hier wie in
den auf Mechanik und mathematische Physik beztiglichen Modellen
and Apparaten kommen neben den Zwecken des Unterrichtes die
der Forschung zum Ausdruck. Insbesondere fir die Betrachtung
physikalischer Vorginge haben die Hilfsmittel mechanischer Versinn-
lichung in neuster Zeit eine besondere, principielle Bedeutung gewonnen.
Und ebenso ist, seit man begonnen hat, die mannigfalticen Gestalten
algebraischer Gebilde systematisch zu discutiren, seit die Theorie
der Flichenkriimmung direct anschauungsméssige und sozusagen dem
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Experimente zugéngliche Sitze geliefert, das Interesse fiir die gestalt-
lichen Eigenschaften réumlicher Gebilde und fiir deren unmittelbare
Realisirung gewachsen.

So erschien es naturgemdss, die Gelegenheit der diesjdhrigen
Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, die gleich-
zoitig mit der Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Aerzte in Niirnberg tagen sollte, zu beniitzen, um ein zusammen-
hingendes Bild dieser Entwickelung vorzufiihren.

Das Vorhaben, dessen Durchfithrung vom Vorstande der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung dem Herausgeber dieses Katalogs iiber-
tragen worden war, erfreute sich vom Anfange an der entgegen-
kommenden Forderung von Seiten des koniglich bayerischen
Staatsministeriums des Inneru fiir Kirchen-und Schul-
angelegenheiten, wie des personlichen Interesses Seiner Excellenz
des Herrn Staatsministers von M iller. Durch die namhatte materielle
Beihilfe von Seiten des genannten kgl. Staatsministeriums ebenso wie
durch die weiteren Geldmittel, welche das Reichsamt des Innern,
in liberaler Weise gewihrt hat, war das Unternehmen gesichert.

Die Beteiligung an dem Vorhaben entsprach dem gliicklichen
Beginne. Ein grosser Teil der mathematischen, physikalischen, me-
chanisch-technischen und geodétischen Institute unserer wie ausser-
deutscher Hochschulen hatte die in den Instituten selbst hergestellten
Modelle ebenso wie historisch wertvolle Objecte ihrer Sammiungen zur
Verfiigung gestellt. Von Museen, privaten Sammlungen, von einzelnen
Gelehrten im In- und Auslande waren Anmeldungen eingetroffen. Es
haben neben Deutschland Amerika, Frankreich, Italien, die Nieder_-
lande, Norwegen, Osterreich-Ungarn, Russland, die Schweiz sich be-
teiligt und insbesondere bildete sich in Grossbritannien ein Comité,
mit den Professoren Lord Kelvin, Greenhill, Henrici an der
Spitze, um die Ausstellung mit den hervorragendsten Gegenstinden
aus Staats- wie aus Privatsammlungen zu beschicken. Wohl alle
bedeutenderen mechanischen Werkstitten, welche sich speciell mit
der Herstellung mathematischer Apparate und Instrumente befassen,
sowie die in Betracht kommenden Verlagsfirmen hatten ihre Beteili-
gung zugesagt.

Das Zusammenwirken zahlreicher Fachgenossen hat die Absicht
durchfithren lassen, einen ausfiihrlichen Katalog der Ausstellung
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mit der genauen Beschreibung und zahlreichen Abbildungen der
einzelnen Objecte vorzubereiten und demselben eine Reihe von Auf-
sitzen zusammenfassenden Inhaltes voranzustellen. Allen die hier
Teil genommen, weiss sich der Herausgeber des Kataloges zu be-
sonderem Danke verpflichtet; er mdochte im speciellen noch der
wichtigen Beihilfe gedenken, welche die Herren Boltzmann in
Miinchen und Mehmke in Darmstadt den auf mathematische Physik
und auf Arithmetik beztiglichen Abteilungen gewidmet haben.

Die Drucklegung des Kataloges musste innerhalb der letzten
finf Wochen vor dem Termin der Ausstellung bewerkstelligt werden;
der Unterzeichnete spricht der Hof- und Universitits-Buchdruckerei
von Dr. Wolf u. Sohn in Miinchen fiir ihr bereitwilliges Entgegen-
kommen, Herrn stud. math. Daunderer fiir seine Unterstiitzung bei
Correctur und Anfertigung der Register Dank und Anerkennung aus.

In Niirnberg selbst fand die geplante Ausstellung bereitwilligste
Unterstitzung und gastliche Aufnahme bei den Geschaftsfithrern der
Gresellschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte, den Herren Medi-
cinalrat Dr. Merkel und Rector Fiichtbauer, wie bei dem
einfiithrenden Comité der Abteilung fiir Mathematik und Astro-
nomie der genannten Gesellschaft, den Herren Professor Rudel und
Gymnasiallehrer Dr. Sievert. Herr Director von Kramer des
bayerischen Gewerbemuseums stellte ebenso wie die Geschiftsleitung
der Naturforscherversammlung zweckentsprechende Réaumlichkeiten
in entgegenkommendster Weise zur Verfiigung.

Das k. Staatsministerium des koniglichen Hauses
und des Aussern hat durch seine wichtige Vermittelung und Be-
tirwortung bei den deutschen Eisenbahnverwaltungen den
kostenfreien Riicktransport der Ausstellungsgegenstinde erwirkt und
weiter waren von Seiten der Generaldirection der Zéile und
indirecten Steuern in dankenswertester Weise Vereinfachungen
fiir die zollamtlichen Revisionen gewihrt worden.

So waren alle einleitenden Schritte und Vorbereitungen getroffen.

Die gesundheitlichen Verhéltnisse in Deutschland veranlassten
am 29. August die Absage der Versammlung deutscher Natur-
forscher und Aerzte und sie hatten auch am 1. September die
Absage der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
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im Gefolge. — So kann die Gegenleistung fiir das Entgegenkommen
und die Beihilfe, welche von Seiten hoher Behorden Bayerns und
des Reiches, von den IFachgenossen, den technischen Instituten,
Werkstéitten und Verlagshandlungen dem Unternehmen zu Teil
geworden ist, zundchst nicht in der wirklichen Durchfiithrung des-
selben, die Anregung und Forderung in weiten Kreisen geben
sollte, zum Ausdruck gelangen und es muss sich der Unterzeich-
nete darauf beschrinken, mit der Verdffentlichung dieses
Kataloges Rechenschaft und Dank niederzulegen

Im kommenden Jahre aber sei mit frischem Mute an die
Durchftihrung des Vorhabens gegangen! In Minchen dem fiir die
nichstjahrige Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
ausersehenen Ort, werden, wie bereits in dankenswerter Weise zu-
gesichert ist, die ausgedehnten Rdume der technischen Hochschule
zur Verfugung stehen. Dem Umfange, den die Ausstellung bisher
gewonnen, soll dann eine verlingerte Dauer derselben entsprechen.
Es ist der 1.—30. September 1893 in Aussicht genommen, wihrend
die Tage der Mathematiker-Versammlung den fiir die Naturforscher-
Versammlung in Niirnberg festzusetzenden unmittelbar voraus gehen
werden.

Der fir die diesjihrige Ausstellung fertig gestellte Katalog
aber mag schon jetzt zur Ausgabe gelangen; nicht mit dem An-
spruch, ein vollstindiges Bild der vielen hierhergehdrigen Gebiete
zuw geben, sondern mit der Absicht, Plan und begonnene Durch-
fithrung des Unternehmens zu zeigen, und dabei auch die Liicken
erkennen zu lassen, welche nunmehr noch auszufiillen sind.

Moge Interesse und Mitwirkung Aller, die in diesem Jahre unser
Vorhaben gefordert haben, uns dabei nicht fehlen, mogen insbeson-
dere die Fachgenossen mit Rat und That den Zweck des ganzen
Unternehmens durchfithren helfen, ein vollsténdiges Bild zu geben,
all” der mannigfachen Hilfsmittel, wie sie heute in Gestalt von Mo-
dellen, Apparaten und Instrumenten dem Unterricht und der For-
schung in der reinen und angewandten Mathematik dienen!

Minchen, im Oktober 189Z.

Walther Dyck.
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Geometrisches zur Abzihlung der reellen Wurzeln
algebraischer Gleichungen.

Von F. Klein in Gottingen.

Sylvester und Kronecker haben bereits in den 60er Jahren
bei der Discussion der Wurzelrealitit algebraischer Gleichungen
geometrische Constructionen in der Weise herangezogen, dass sie
die Coéfficienten der Gleichung oder sonstige Grossen, von denen
man die Gleichung abhingig denken mag, als Coordinaten eines
Raumpunktes interpretirten, — wobel natiirlich ihrer unmittel-
baren Anschaulichkeit wegen diejenigen Fille besondere Beriick-
sichtigung fanden, bei denen man mit Rdumen von 2 oder 3 Di-
mensionen ausreicht®), HKs handelt sich da insbesondere um den
Verlauf derjenigen Mannigfaltigkeit, welche durch Nullsetzen der
Discriminante der vorgelegten Gleichung vorgestellt wird — die
Discriminantenmannigfaltigkeit —, und um die durch diese Mannig-
faltigkeit vermittelte Zerlegung des Gesamtraumes in verschiedene
Gebiete. — Ich mochte im Nachstehenden an den bezeichneten
Ansatz in der Weise ankniipfen, dass ich die elementaren, fiir
Gleichungen beliebigen Grades giltigen Kriterien in Betracht ziehe,
durch welche man die Anzahl der reellen Wurzeln abzuzihlen
vermag, die gegebenen Falles vorhanden sein mogen. Bei der
geometrischen Interpretation dieser Kriterien entsteht, wie von
selbst, eine Auffassung derselben, vermdge deren die etwas stereo-
typen Darstellungen der Lehre von der Wurzelrealitit, wie sie sich
in unsern Lehrbiichern finden, der Neubelebung und Weiterent-

*) Sylvester in den ,Philosophical Transactions® von 1864 (On the real
and imaginary roots of equations), Kronecker in Vorlesungen.
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wickelung zugénglich werden*). Der Zweck der vorliegenden
kurzen Mitteilung wird erreicht sein, wenn es mir gelingen
sollte, in dieser Richtung einen Anstoss zu geben. Um so lieber
will ich mich im Folgenden auf die allerelementarsten Tiille,
nimlich auf Gleichungen zweiten und dritten Grades, beschrinken:
ich hoffe da allgemein verstindlich zu sein und kann doch schon
alles Wesentliche, was ich zu sagen habe, hervortreten lassen.
Zuniichst der allgemeine Ansatz, Sei

M  f@ =z + nAz! +n ;——i Bz . N=o

eine vorgelegte Gleichung n*" Grades (wo die Binomialcoéfficienten
hinzugesetzt sind, weil dadurch die spiter zu gebenden Formeln
einfacher werden). So interpretire man einfach A, B, . . . N als
Punktcoordinaten in einem ndimensionalen Raume R, Gleich-
ung (1) reprisentirt dann, sofern man das z als gegebene Grisse
und die A, B, . . . als Veriinderliche ansehen will, einen in diesem
R, enthaltenen (n—1)fach ausgedehnten Raum, R,_,, und die ganze
Reihenfolge von R,_;, welche man so fiir wechselnde Werte von
7z erhiilt, wmhiillt in ihrer Aufeinanderfolge eben jene Discrimi-
nantenmannigfaltigkeit, von welcher bereits soeben die Rede war;

kann man doch die Discriminante als Resultante von f(z) = o
df(z) . . .
ind i = berechnen. — In niichster Beziehung zu diesem

R,_, und damit zur Discriminantenmannigfaltigkeit steht nun die-
jenige rationale ,Curve, diesden Gleichungen (1) mit nfacher
‘Wurzel entspricht:

(z—H)" = o,
d. h. diejenige Curve, deren Punkte sich mit Hilfe eines Para-
meters A so darstellen lassen:

#) Tch werde weiter unten noch hervorheben, dass dic bez, Darstellungen
der Tehrbiicher vielfach auch unvollstindig sind.  Aber der wesentliche Mangel
liegt wohl darin, dass dic Lehrbiicher durchgingig an der Auffassung festhalten,
als handele es sich bei den hier in Betracht kommenden Fragen um numerische
Gleichungen, also um Verfahrungsweisen, welche keinen allgemeinen Charakter
haben, sondern sich jeweils nach dem besonderen vorgelegten Falle richten.
Im Gegensatze dazu lisst die geometrische Interpretation die Codfficienten der
zu untersuchenden Gleichungen notwendig als frei veriinderliche reelle Grissen
ansehen,
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2) A = — B =) .... N = (—1)" »
Moge dieselbe, entsprechend der Ausdrucksweise der neueren
Geometer, hier schlechtweg als Normcurve benannt werden *);
den einzelnen durch (2) gegebenen Punkt der Curve werde ich
als den Punkt A derselben bezeichnen. Da ist denn unmittelbar
ersichtlich, dass die simtlichen n Schnittpunkte, welche der durch
(1) gegebene R, , mit der Normcurve gemein hat, in den einen
Punkt A = z coincidiren: unsere R, , sind Schmiegungsriume
der Normeurve und eben dadurch unter allen anderen (n-—1)fach
ausgedehnten linearen Riumen unseres R, charakterisirt. Die
Wurzeln 7 aber, welche die Gleichung f(z) == o besitzt, werden
aut der Normcurve durch die n Punkte N = z vorgestellt sein,
namlich durch diejenigen Punkte der Normcurve, in welchen die
von dem Raumpunkte (A, B, ... N) an die Curve laufenden
Schmiegungsraume (n-—1) Dimension dieselbe bertihren. Insbe-
sondere werden von diesen Wurzeln genaw so viele reell sein, als
von unserem Rauwmpunkie aus reelle Schmiegungsriume an die
Curve gehen. :
Specificiren wir diesen Ansatz zunéchst fiir n = 2, so haben
wir in der Gleichung zweiten Grades

3) 72 4+ 2Az + B = o
die A, B als Punktcoordinaten (etwa geradezu als rechtwinkelige

Punktcoordinaten) der Ebene zu interpretiren. Wir haben dann
als Definition der Normcurve

) A= —\B=VW
zu Grunde zu legen, was eine Parabel mit der Gleichung
A*—B = o ergibt, wie sie durch die . B

nebenstehende Figur versinnlicht wird;
man beachte, dass auf dieser Parabel
die Punkte mit positivem A linker Hand,
die mit negativem X rechter Hand liegen.
Gileichung (3) wird 2 reelle oder 2 ima- Ao

ginéire Wurzeln haben, je nachdem von Fig. 1.
dem reprisentirenden Punkte (A, B) aus zwei reelle oder zwei

# Vgl. z. B. Franz Meyer, Apolaritit und rationale Curven, Tibingen
1883,
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imaginire Tangenten an die Parabel gehen. Augenscheinlich
zerfallt mit Riicksicht hierauf die Ebene in zwei durch die Pa-
rabel getrennte Teile; ich habe dieselben in

der nebenstehenden Figur durch die Ziffern °

2 und O unterschieden. Die durch die Pa- 2
rabel vorgestellte Normecurve ist hier eben "

selbst die Discriminantenmannigfaltigkeit, und Fig. 2.

unsere Figur also ein Gegenbild dafiir, dass die quadratische
Gleichung (3) zwei oder null reelle Wurzeln hat, jenachdem die
Discriminante A?—B positiv oder negativ ist.

Wir gehen zur cubischen Gleichung
) 7z + 3 Az + 3 Bz + C = o.

Die Raumconstructionen, welche hier auszufiihren sind, lassen
sich nicht mehr kurz durch ebene Ifiguren erldutern, und ich
muss den Leser bitten, falls anders er die Angaben, die ich
fernerhin iiber cubische Gleichungen zu machen habe, vollig in
sich aufnehmen will, sich selbst geeignete rdumliche Modelle zu
verfertigen. Wir haben da erstlich als Normeurve die Rawmcurve
dritter Ordnung

(6) A= —NB=1»3»¥C=—-N\

dann als Discriminantenmannigfaltigkeit die zu dieser Raumcurve
gehorige developpable Fliche.  Durch selbige wird der Raum in
2 Gebiete zerlegt, entsprechend der Moglichkeit, dass die Gleich-
ung (®) drei oder cine reelle Wurzel fiir z ergeben kann., Wir
werden diese Gebiete dementsprechend mit den Ziffern 3 und 1
bezeichnen. Von den Punkten des Gebietes 3 aus laufen immer
drei reelle Osculationsebenen an die Curve, von den Punkten
des Gebietes 1 aus nur eine.

Ich wende mich nun gleich zu den Kriterien fiir die Ab-
zihlung der reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung. Dabei
werde ich gelegentlich etwas ausholen miissen, insofern diese
Kriterien in der Mehizahl der Lehrbiicher, wie ich schon an-
deutete, nur unvollstindig mitgeteilt werden. Ich unterscheide
in erster Linie zwischen solchen Kriterien, welche die Gesamizahl
der reellen Wurzeln betreffen, und den anderen, die sich auf die
reellen Wwrzeln in einem gegebenen Intervalle beziehen. Anderer-
seits trenne ich zwischen genawern Kriterien und solchen, welche
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nur eine Grenze der Wurzelanzahl geben (approzimirende Kui-
terien).

Um hiernach mit den genauen Kriterien zu beginnen, durch
welche man die Gesamtzahl der reellen Wurzeln bestimmt, so
habe ich gleich hier von der iiblichen Darstellung der Lehrbiicher
abzuweichen. Man findet in den letzteren tibereinstimmend das
Verfahren von Sturm und einen mehr oder minder ausfiihrlichen
Excurs iiber diejenigen Methoden, welche sich an das Trdgheits-
princip der quadratischen Formen schliessen. Dagegen fehlt zu-
meist jeder Hinweis auf die bestimmte Ausgestaltung, welche
letztere Methoden durch Hermite und Sylvester vermoge Aufstell-
ung jener quadratischen Form von (n—1) Verdnderlichen gefunden
haben, welche Sylvester als Bezoutiante bezeichnet®). Und doch
zweifle ich nicht, dass erst mit der Bezoutiante der Kernpunkt
der ganzen Fragestellung getroffen ist.

Sei wieder f(z) = o die vorgelegte Gleichung. Wir machen
der Bequemlichkeit halber homogen, indem wir z durch %/, er-
setzen und mit z" heraufmultipliciren. Solcherweise entstche
f(z,, #,) = 0, wo wir nun die linke Seite kurzweg mit f bezeichnen
werden. Intsprechend werde ' abkizender Weise fir f(z',, z'y)
geschrieben, unter z‘,, 7', eine zweite Variabelnreihe verstanden.
Man bilde sich jetzt die ,Combinante®:

of of of of
(7) 7z, oz, Az, 97,
(zy 7y — 7y 7).
Dieselbe ist linear und homogen cinerseits in
Zln~-27 7‘111—73 Z._,, . Zzu——-z’
andererseits in
Z/lu—z, lelr———:s 7"27 L leu—‘l.

Die Bezoutiante

8| B (t, t, ... t.)

entsteht nun einfach aus (7), indem man dic genannten aufein-

anderfolgenden Verbindungen der 7., z, wic der %', 7', beide bez.

durch die (n--1) Unbestimmten t,, t,, . . . t._, ersetzt. Und nun
#; Vgl. Sylvester in den , Philosophical Transactions von 1853: On the

syzygetic relations etc., Hermite in Bd. 52 von ,,Crelle’s Journal®, 1856. Vgl.
iibrigens auch Baltzer’s Determinanten.
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handelt es sich nur noch darum, die ,Trégheit* der so gewonne-
nen quadratischen Form von (n--1) Verdnderlichen zu constatiren,
d. h. zuzusehen, wie viele positive bez. negative Vorzeichen her-
vortreten, wenn man es unternimmt, die Form B durch reelle
lineare Substitution der t,, t,, . . . t,_, in ein Aggregat blosser
Quadrate zu verwandeln. Die Regel wird kurzweg die, dass
f = o genaw so viele Paare imagindirer Wurzeln besitst, als bei
der genamnten Reduction von B negative Quadrate auftreten. Die
principielle Einfachheit dieser Aussage aber ruht darin, dass B
nicht nur von den t, sondern auch von den Coéfficienten von f
in quadratischer Weise abhingt (so dass also bei unserer geo-

metrischen Interpretation B = o eine von den Parametern
t,, . . . t,_, abhéingige Schaar von Flichen zweiten Grades gibt).

Fiir die quadratische Gleichung (3) liefert die so formulirte
Regel natiirlich nichts Neues. Gehen wir also gleich zur cubischen
Gleichung (5). Hier wird die Bezoutiante:

) (A2%—B) t,2 + (AB—C) t, t, + (B2—AC) .2,

ist also (wie man erwarten konnte), von einem negativen Zahlen-
faktor abgesehen, mit der sog. Hess¢'schen Form von f(z,, 7,)
identisch. Wir werden wiinschen, uns im geometrischen Bilde
dariiber klar zu werden, weshalb die ,Trdgheit* von (9) in der
angegebenen Weise mit der Realitit der Wurzeln von f = o
zusammenhéngt, oder wenigstens, weshalb £ == o drei oder eine
reelle Wurzel liefert, jenachdem die Gleichung

(10) (A?%—B) t,2 4 (AB—C) t, t, 4+ (B2—AC) t,2 = o
Siir t, 0 b, null oder zwei reelle Wuizeln ergibt. Zu dem Zwecke
fragen wir nach der geometrischen Bedeutung der Gleichung (10)
bei stehenden t,, t, und finden, dass dieselbe den Kegel zweiten
Grades vorstellt, der sich von dem Punkte A = %/, der Norm-
curve nach den anderen Punkten der Normcurve hin erstreckt.
Unsere cubische Gleichung soll also 3 oder 1 reelle Wurzel haben,
jenachdem durch den Raumpunkt (A, B, C), 0 oder 2 reelle Pro-
jectionskegel dieser Art hindurchgehen. Nun haben zwei Kegel
(10) ausser der Normcurve dritter Ordnung selbst immer noch
die Verbindungsgerade ihrer Spitzen gemein. Sind die Kegel
reell, so ist diese Gerade ebenfalls reell und damit eine eigentliche
Secante der Normcurve, im Gegensatz zu den gleichfalls reellen
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aber uneigentlichen Secanten, welche unsere Normcurve je in
zwei conjugirt imagindren Punkten treffen (und die der Schnitt
zweier conjugirt imagindrer Kegel (10) sind). Daher ldsst sich
der an Gleichung (10) ankniipfende Satz dahin aussprechen:
dass die Gleichung == 0 eine oder drei reelle Wurzeln haben
wird, jenachdem durch den Roawmpunki (A, B, C) eine eigent-
liche oder eine uneigentliche Secante der Normcurve dritier

Ordnung geht.

Und in dieser Form ist der Satz den Geometern ohne weiteres
einleuchtend.  Denn die Normcurve dritter Ordnung projicirt
sich vom Punkte (A, B, C) aus im ersteren Falle als ebene Curve
dritter Ordnung mit eigentlichem Doppelpunkte, im zweiten Falle
als solche mit isolirtem Punkte, und es ist wohlbekannt, dass
eine Curve der ersteren Art nur einen, eine Curve der zweiten
Art drei reelle Wendepunkte besitzt.

Ich habe diese Betrachtung iiber die Kegel zweiten Grades,
welche von den Punkten der Normcurve dritter Ordnung aus-
laufen, um so lieber gegeben, als ihre Besprechung ohnehin un-
erlisslich ist, wenn man die Zahl der reellen Wurzeln von f = o
durch die sogenannte Newtow'sche Regel abschiitzen will. Ich
denke dabei an jenes approximirende Kriterium, welches ur-
spriinglich in Newton’s Arithmetica universalis gegeben worden
ist, aber erst 1865 von Sylvester bewiesen und zugleich nach ver-
schiedenen Richtungen erweitert wurde®). In ihrer einfachsten
Gestalt, die wir hier allein in Betracht ziehen, lautet diese Regel
dahin:

dass unsere Gleichung (1) mindestens so viele imaginire Wur-

zeln besitet, als die Reihe der quadratischen Ausdriicke
(11) I, A>—-B, B2—AC, . .. .. N

Zeichemwechsel durbietet.

Im Falle der Gleichungen dritten Grades (D) haben wir also sicher
zwel imagindre Wurzeln, wenn von den beiden Ausdriicken
A?2—-B  B2—AC

#) Vgl. insbesondere Transactions of the R. Dublin Academy, t. 24, sowie
Philosophical Magazine, 4 ser., t. 31. — Auch diese Regel fehlt in vielen Lehr-
biichern; Austihrlicheres dariiber gibt w. a. Petersen in seiner ,,Theorie der al-
gebraischen Gleichungen‘‘.
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auch nur einer negativ ist. Hier bemerke man nun, dass nach
Gleichung (10)
1?) A% —B = o, B*—AC = o
die Gleichungen der beiden Projectionskegel sind, die von den
Punkten

A = oo, bez. A = o
der Normeurve dritter Ordnung nach dieser Curve hinlaufen. Der
geometrische Sinn des Newton’schen Kriteriums ist dementsprechend
der, dass bei der Gleichung dritten Grades sicher zwei imagindre
Wurzeln vorhanden sind, sobald der Rawmpunkt (A, B, C) im
Innern auch nur eines der beiden genannten Kegel liegt. Die geo-
metrische Anschauung bestitigt nicht nur, sondern vervollstindigt
diese Regel und bringt sie dadurch mit dem aus der Bezoutiante
abgeleiteten Kriterium in klaren Zusammenhang. Wir wissen be-
reits, dass keiner der Kegel (10) in das Raumstiick eindringt,
welches den cubischen Gleichungen mit 3 reellen Wurzeln ent-
spricht; wir fiigen jetzt hinzu, was uns ein Blick auf die Gestalt
der Curve dritter Ordnung lehrt, dass dieses Raumstiick ausser-
halb der simtlichen Kegel (10) liegt. Wir wissen andererseits,
dass das Raumstiick, welches den cubischen Gleichungen mit nur
einer reellen Wurzel entspricht. von den reellen Kegeln (10) durch-
weg zwiefach ausgefiillt wird, und hierin liegt, dass jeder Punkt
(A, B, C) im Innern dieses Raumstiickes jedenfalls auch im Innern
einer unendlichen Zahl von Kegeln (10) liegt. Wir werden also
folgenden genauen Satz aufstellen: dass die cubische Gleichuny
dann und nur dann zwei imaginire Wurzeln besitzt , wenn die
Bezoutiante (10) fir irgendwelche reelle Werte von t,, t, negativ
wird. Und von diesem Satze ist dann die Newton’sche Regel
ein blosses Corollar.

So viel tiber die allgemeine Abzihlung der reellen Wurzeln.
Wir wenden uns jetzt zur Abzihlung der Wurzeln in einem Inter-
valle von X bis y (x < y). Auch hier werde ich mich auf die
elementarsten Brlduterungen beschrinken. Insbesondere will ich
der Kiirze halber die exacten Abzidhlungsmethoden ganz bei Seite
lassen und unter den approximirenden Kriterien nur diejenigen
betrachten, bei denen (ineare Functionen der Coéfficienten zu
Grunde liegen, also den Carfesischen Satz, das Theorem von
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Budan-Fourier etc.  Auch mogen jetzt vor allen Dingen die qua-
dratischen Gleichungen (3) herangezogen werden, insofern bereits
bei ihnen alles Wesentliche hervortritt; tiber die cubischen Gleich-
ungen gebe ich nur noch eine kurze Schlussbemerkung.

Wir hatten bei den Gleichungen zweiten Grades als Norm-
curve die Parabel der Figur 1. Markiren wir auf ihr die beiden
Punkte A = x und A =y (wobei fir x <<y der Punkt x rechts
von y liegt) und unterscheiden dann drei
Gebiete der Ebene, jenachdem sich vom
einzelnen Punkte (A, B) aus an das zwischen
x und y verlaufende Parabelstiick 2 oder
1 oder O Tangenten legen lassen, so ent-
steht offenbar die nebenstehende Figur,
welche ich kurzweg als die ,richtige® Figur

(x, ¥) bezeichnen werde: — die Grenzen
. . PR . Mo
der dreierlei bei ihr zu unterscheidenden Fig. 3.

Gebiete werden teils von dem genannten Parabelstiicke selbst,
teils von den beiden, zu den Punkten x
und y gehorigen Parabeltangenten gebildet.
— Lassen wir hier v insbesondere ins Un-
endliche riicken, so entschwindet fiir die
Anschauung die ganze zu y gehorige Tan-
gente und wir haben als zugehdrige Ge-
bietseinteilung den in Figar 4 vorgestell-
ten ITall; wir benennen diese Figur als die
yrichtige® Figur (x, oo).

Aufgabe der zu discutirenden linearen Kriterien wird es nun
sein, diese richtigen Figuren mit moglichster Anniiherung durch
solche zu ersetzen, bei welchen nur gerade Linien zur Felder-
abgrenzung gebraucht werden.

Von dieser Auffassung ausgehend, betrachten wir zunichst
die Cartesische Zeichenregel.  Wir wollen dieselbe gleich in die
verallgemeinerte Form setzen, in der sie die reellen Wurzeln von
f(z) = o abzuschiitzen gestattet, die grosser als ein beliebiges vor-
gegebenes x sind. Hs handelt sich da um die Functionsreihe:
(13) fx), £, 1)

und die Regel behauptet, dass f(z) = o hichstens so viele reelle
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Wurzeln > x besitzt, als Zeichemwechsel in dieser Functionsreihe
vorhanden sind, und dass die richtige Zahl der Wurzeln von der
durch die Zeichenwechsel gegebenen Zahl immer nur wm cin Mul-
tiplum von 2 werschieden sein kann. Zwecks Ubersetzung der
Regel in die geometrische Anschanung werden wir vor allen
Dingen die drei geraden Linien construiren, welche in der
Ebene (A, B) durch Nullsetzen der drei Ausdriicke f(x), f’(x),
£ (x) vorgestellt werden. Iier gibt f/ (x) = o die unendlich ferne
Gerade und kommt also fiir die Zeichnung in Wegfall. ' (x) == o
gibt die verticale Linie A = — x, d. h. den durch den Punkt
x der Parabel laufenden Durchmesser derselben. Endlich f(x) = o,
wie wir von frither wissen, die zum Punkte x gehdrige Parabel-
tangente. KEin jedes der von den genannten (teraden umgrenzten
Gebiete der Ebene bietet bestimmte Vorzeichen von f(x), f’(x),
f(x) dar. Nun kommt es uns aber nicht auf diese Vorzeichen,
sondern nur auf die Zahl der Zeichenwechsel an, welche die Reihe
f(x), £'(x), £/ (x) darbietet. Wir markiren dieselbe fiir die ver-
schiedenen Teile der Ebene und erhalten so schliesslich die fol-
gende Figur, welche ich die Cartesische Figur (x, co) nennen darf:

Fig. 5.

Wir verstehen die Cartesische Regel in geometrischer Form,
indem wir diese neue Figur mit Fig. 4 (der ,richtigen* Figur
[x, oo]) vergleichen. Und dabei bestitigen wir nicht nur die
Cartesische Regel, sondern erkennen auch ihre Vorztiglichkeit.
In der That sieht man, dass man die ,richtige Figur vermige
einer geradlinigen Feldereinteilung, an der (unter Tinrechnung der
unendlich fernen Geraden) drei gerade Linien participiren, in der
durch den Cartesischen Satz vorgesehenen Weise unmdglich besser
approzimiven kann, als dies durch die Cartesische Figur geschieht.
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Wir erldutern ferner, in gleichem Sinne, den Budan-Fourier’-
schen Satz. Iis handelt sich bei demselben allgemein um die
Zahl der reellen Wurzeln von f(z) = o, welche zwischen zwei
beliebig vorgegebenen Grenzen, x und y (x <C y) liegen. Man
bildet die beiden Functionsreihen:

f(x), t'(x), f(x) und

14 Lty 16 1

bestimmt zuerst die Zahl V(x) der Zeichenwechsel, welche die
erstere Reihe darbietet, ferner die Zahl V (y) der Zeichenwechsel
der zweiten Reihe, und hat dann in V (x)—V (y) eme Zahl,
welche von der Zahl der zwischen x und y gelegenen reellen
Wurzeln von t(z) = o hichstens wm ein positives Vielfaches von
2 abweicht. Wieder tibersetzen wir diese Regel in eine geo-
metrische Figur. Indem wir ganz dhnlich verfahren, wie vorhin,
ergibt sich die folgende Feldereinteilung:

Fig. 6.

Ein Vergleich mit Fig. 3 bestiitigt darauf die Richtigkeit- des
Budan-Fourier’schen Satzes: iiberall da, wo Fig. 3 und Fig. 6
den Punkten der Ebene verschiedene Zahlen beilegen, ist die
Zahl der Fig. 6 um ein positives Vielfaches von 2 grosser. Aber
wir fragen angesichts unserer Figuren nicht nur nach der Richtig-
keit, sondern auch nach der Zweckmissigkeit des Budan-Fourier’
schen Satzes. Und da kommen wir zu einem Resultate, welches
bei einem so eclementaren Gegenstande iiberraschen muss und
eben darum geeignet sein diirfte, die geometrische Betrachtungs-
weise, fiir die wir hier eintreten, nicht nur als eine beildufige
Erlduterung, sondern als eine notwendige Ergiinzung der gewshn-
lich gegebenen Entwickelungen erscheinen zu lassen: Figur (6) mit
thren, vier verschiedenen geraden Linien angehirigen Begrenzungs-
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stiicken ist als Anniherung an Figur (3) keineswegs besonders zwech-
méisstg gewdhlt, man kann der Figur (3) mit einer nur aus drei
geraden Linien gebildeten Figur viel niiher kommen. Man hat
einfach eine Figur zu zeichnen, welche man als projektive Ver-
allgemeinerung der Cartesischen Figur betrachten kann (sofern
man bei letzterer die unendlich ferne Gerade mitziihlen will), d.h.
die nachstehende Figur, welche neben den Tangenten der heiden
Parabelpunkte x, y das geradlinige Verbindungsstiick xy enthiilt:

Will man das analytische Kriterium aufstellen, welches dieser
Figur entspricht, so ist es bequem, wieder homogen zu machen,
also statt f(z) die bindre Form f(z,, z,) und statt x und y die
Variabelnpaare x,, x, und y,, vy, einzufitbren. Ich setze ausser-
dem symbolisch f(z,, z) = a2 Bei Figur (7) handelt es sich
dann einfach wm die Zeichemwechsel der IFunctionsreihe:

(15) al, aca,, a’
Es ist kaum notig, dass ich beim Beweise dieser Behauptung oder
der damit aufgestellten Regel fir die Abzihlung der Wurzeln im
Intervall x-—y verweile. Es handelt sich einfach darum, in die
Gleichung f (71, %) = o fir z; x; + Ay, fir 2 Xo 4- Aye zu
substituiren und nun fir die so entstehende Gleichung in X die
Zahl der positiven Wurzeln durch das Cartesische Theorem fest-
zulegen, resp. zu umgrenzen., Das ist so einfach, dass es Wunder
nehmen miisste, wenn dieser Ansatz nicht schon in friiherer Zeit
bemerkt sein solite. Und in der That findet sich derselbe bei-
spielsweise bei Jacobi in Crelle’s Journal Bd. 13, 1835 (Observa-
tiunculae ad theoriam aequationum pertinentes). Nur fiigt Jacobi
merkwiirdigerweise hinzu: regula a clarissimo Fourier proposita
multis nominibus praestat.
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lis eriibrigt nur noch, dass ich angebe, wie man bei der
Normeurve dritten Grades diejenige viiumliche Figur construirt,
welche man als Verallgemeinerung der ebenen Figur (7) zu be-
trachten hat. Bezeichnet man die gegebene cubische Gleichung

symbolisch mit a,> = o, so handelt es sich zumal um die geo-
metrische Definition der Ebenen
(16) a® = o, ala = o, aa® =0 a’=o.

Diese ist natiirlich #dusserst einfach. Die drei Schnittpunkte,
welche die einzelne dieser Ebenen mit der Normeurve gemein
hat, fallen alle nach x oder y; die folgende Tabelle gibt die Mul-
tiplicititen, mit der x und y als Schnittpunkte zihlen, genauer an:

LI |

a’ 3,0

a?a, 211

a, a2 1] 2

a,’ 0] 3
In dieser Tabelle tritt das einfache Gesetz, welches fir n = 2
in Fig. 7 befolgt ist, in einer fiir alle n erkennbaren Form her-
vor. — Wir sollten jetzt ferner eine genaue Beschreibung der ver-

schiedenen Stiicke geben, in welche der Raum entsprechend der
Zahl der bei den Functionen (16) auftretenden Zeichenwechsel
durch unsere Ebenen zerlegt wird. Daran wiirde sich dann der
Vergleich mit denjenigen Raumeinteilungen schliessen, die als
Analoga der ebenen Figuren (3), (4), (b), (6) anzusehen sind.
Hier ist offenbar ohne geeignete Modelle nicht durchzukommen.
Es wird sehr dankenswert sein, wenn jemand die Herstellung
solcher Modelle in die Hand nehmen wollte.

Gottingen, den 9. Juni 1892.




Uber iquidistante Curvensysteme auf krummen Flichen.

Von A. Voss in Wirzburg.

In der Arbeit ,Uber ein neues Princip der Abbildung
krummer Flichen“, Math. Ann. Bd. 19, S. I, 1881, hatte ich,
wie ich glaubte, zuerst auf diejenigen Curvensysteme hingewiesen,
fir die das Lé‘mgenelelﬁent auf einer Fliche die Form

1) ds? = du? |+ dv? 4 2fdudv

annimm¢t. Dieselben lassen sich praktisch dadurch sehr leicht
herstellen, dass man ein aus parallelogrammatischen Maschen be-
stehendes Netz von an den Kreuzungsstellen unter sich ver-
kniipften unausdehnsamen und vollkommen biegsamen Fiden auf
der Fliche ausbreitet. Inzwischen habe ich aus einer Bemerkung
des Herrn Darbousxr im dritten nech nicht vollendeten Buche
seiner Théorie générale des surfaces entnommen, dass Herr Tché-
bycheff®) bereits im Jahre 1878 auf diese dquidistanten Curven-
systeme, wie ich sie nenne, aufmerksam gemacht hat. Herr Dar-
boux giebt auch die Form der partiellen Differentialgleichung,**)
von der ein solches ,habillement® der Fliche abhingt, in der all-
gemeinsten Gestalt, ohne indess etwas weiteres hinzuzufiigen. Bei
der Schwierigkeit, die es hat, den so leicht praktisch zu reali-
sirenden Process der Flichenbekleidung analytisch zu verfolgen,
werden vielleicht einige Angaben hieriiber nicht ungeeignet er-

*) Tchébycheff, Sur la coupe des vétements, Assoc. frang. pour l'avan-
cement des Sc. Congrés de Paris, p. 154, 1878. Diese Arbeit ist mir bisher
nicht zuginglich gewesen.

**#Y Darbowr, Théorie générale, Tom. III, S. 133 und 206.
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scheinen, welche die in meiner fritheren Arbeit gegebenen Re-
sultate teils recapituliren, teils erweitern.*)

§ L Aligemeine Eigenschaften dquidistanter Curvensysteme.
I. Bringt man das Lingenelement 1) auf die Form
ds? = (du 4 dv)z%]j + (du — dv)? Q—;—f)

oder, wenn f = cosz, u 4+ v=1u) u -— v = v’ gesetzt wird
2 2 Z ”° in2 Z 2
2) ds? = cos E) du? 4 sin 5 dv’2,

so erkennt man sofort**): Die Diagonalcurven eines dquidistan-
ten Systems bilden ein Orthogonalsystem, in Bezug auf welches
das Liingenelement von der Form 2) ist. Umgekehrt ist jedes
Orthogonalsystem, fiir das

ds? = edu? 4 gdv e 4 g =1
ist, Diagonalsystem eines dquidistanten Systemes.
II. Aus dem Ausdrucke fiir das Kriimmungsmass:

.
Au\'

K=— —
SNz

ergiebt sich fiir die Curvatura integra eines von zwei Paaren der
Curven u, v gebildeten Vierseites, dessen innere Winkel A, B,
C, D sind:

I'= [Ksinz du dv = 2z — (A 4 B + C 4 D);

das heisst: Die Curvatura integra ist gleich dem megatic genom-
menen Excess der Winkel des Vierseits %)

III. Zu einer beliebigen Schar won Curven gehort im Allge-
meimen  entweder gar keine zweite, die mit thr ein dquidistantes
System bildet, oder nur eine einzige. Nur auf den Developpabeln

*) Bereits in meiner fritheren Arbeit enthaltene Sitze werde ich unter
A mit Hinzufiigung der Seitenzahl citiren.

)AL S, 3.

=5 A, S 3.
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kann eine Curvenschar mit mehreren Curvenscharen &quidistante
Systeme liefern, und dies auch nur dann, wenn die gegebene
Schar aus geodditischen Linien besteht, die bei der Abwickelung
in ein System von parallelen Geraden iibergehen. Auch kann nur
bei Developpabeln die eine Schar der Curven eines iiquidistanten
Systems von geoditischen Linien gebildet werden.

[V. Ein #dquidistantes Netz, das z. B. die Gestalt eines Recht-
eckes mit den Seiten AB, AC hat, kann im Allgemeinen auf einer
Fliche so ausgebreitet werden, dass die beiden Seiten AB, AC mit
zwet beliebly auf der Iliche von einem Punkte A' aus gezogenen
Curven A'B', A'C' zusammenfallen. Der Bereich aber, in welchem
eine solche Ausbreitung moglich ist, findet dabei im Allgemeinen
bald eine Grenze, da der Coordinatenwinkel z von o und z ver-
schieden bleiben muss. Trigt man namlich von den Punkten
einer Curve C auf der Flidche gleich lange unendlich kleine
Strecken &3 in der Tangentenebene aut, deren Richtung den
Winkel » mit der von C bildet, und denkt man sich das Bogen-
element in der Form

e?du? + g*dv?
gegeben, aber so, dass e =1 fiir die gewihlte Curve v =1, ist

so ergiebt sich
a 90) du
v P + J’““(*av’ Vo 3

o
o]

]

falls die Endpunkte der Strecken ds eine Curve C' bilden sollen,
die eine auf C unmittelbar folgende eines dquidistanten Systems
. de . . .
liefert. TIst daher (a—) von constantem Vorzeichen, so wird ¢
v/v,
im allgemeinen sehr bald die zuldssigen Grenzen {iberschreiten ;
vorausgesetzt ist dabei natiirlich, dass g nicht verschwindet.
. - -l
Ist die Curve C eine geodditische Linie, so ist (ﬂg\r—) = o und ¢
v

.
constant. Fine geoditische Linie dndert also ihre Linge nur um
eine Grosse zweiter Ordnung, wenn ihre Punkte unter constantem
Winkel mit ihrer Tangente um eine infinitesimale Strecke ds auf
der Fliche verschoben werden. Zieht man jetzt auf der Fliiche
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zwei geoditische Linien AB, AC, die sich unter dem Winkel «
schneiden, und bezeichnet man den vierten Winkel eines Vierseits
dquidistanter Linien, von dem zwei anstossende Seiten aus AB,
AC gebildet sind, durch B, so ist der Winkelexcess gleich § — a.
Bei constanter positiver Kriimmung -4 1 ist z B.

o —f =TI

wenn F den Inhalt des Vierseits bedeutet, d. h. B nihert sich
mit wachsendem F der Null; bei constanter negativer Kriimmung
— 1 ist dagegen

B—a=F

d. h. B wichst bestindig. Beides lisst sich sehr leicht an einer
Kugel oder Pseudosphiire zur Anschauung bringen.

V. Die geodditischen Kriimmungen der Coordinatenlinien u, v.
Bezeichnet man die geoditischen Kriimmungsradien der Curven

v = const (u = const) durch ¥, (,) so ist
L oz 1 2z
"  ou’ " v

Man hat also fiir die Curvatura integra die Formel

Das liefert den Satz:

Der Excess der Winkelsumme eines von zwei Paaren dqui-
distanter Curven gebildeten Vierseits ist gleich der Differens der
geodiitischen  Kriimmungen jedes Paares der gegeniiberlicgenden
Seiten. - :
VI. Die partielle Differentialgleichung dquidistanter Systeme.*)
Legt man ein isometrisches Orthogonalsystem zu Grunde, so dass

ds? = A (du? 4~ dv?)

ist, so muss nach T

h(du? o dv?) = edu® o} ogdv?oe g =1

o
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werden. Daraus ergiebt sich, wenn

p? = 2 ’ o' \2
) aul ( ul)
(2) + (&)
gesetzt wird
v u'
3 u B v
* ) v u'
v — P

sodass die partielle Differentialgleichung fiir u’ wird
— X [u‘uu + u’vv] + u‘v2 u‘uu + 21]‘“ ulv u‘u\' 4- UI“Z ul\*v

1/ 2 2
42) + (ll “7:(—‘;71_].",‘) ()\“ 111“ + )\v lll‘,) — o

§ II. Bestimmung &quidistanter Systeme auf einzelnen Flichen-
gattungen.

1. Bei jeder Biegung einer Fliche geht ein #quidistantes
System wieder in ein solches tiber; die partielle Differential-
gleichung 4)-hdngt daher auch nur von A ab. Sie kann auf den
Developpabeln leicht allgemein integrirt werden. Denn hier geht
durch Abwickelung auf die Ebene das Netz {iber in ein solches mit

parallelogrammatischen Maschen, und ein solches entsteht immer
durch Translation einer beliebigen Curve.*)

2. Bei den auf eine Rotationsfliche abwickelbaren Fléchen
ist A eine Function von u allein. Versucht man nun die Gleichung
4) durch die Annahme

= U -+ V
wo U (V) Function von u (v) allein ist, zu 18sen, so folgt
Vo pV g = o
wo p und q nur von u abhingen,

*) A, 8. 18.
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. . . d 3 . .
Hieraus ergiebt sich, wenn apl , «3 nicht verschwinden,
H 2
V/ = const.
Setzt man demgemiss u’ = U - av, so folgt

= JV

oder wenn man das Lédngenelement der Fliche in der gewdhn-
lichen Form
ds? = (1 + #2)du? 4 uidv?

voraussetzt,
. da |/ u? k2 s
; Vo= J ‘/ ———_:—6—2(1 + % — kv
) .
P du a2t — u? 2y
u__Jf __kz(l+f -+ av

Den  willkiirlichen Constanten a und k entsprechend, erhiilt
man so zweifach unendlich wviele Systeme dquidistanter Curven,
wenn man

' 4 v/ = u" = const
u - v/ = v = const

setzt. Da aus jeder dquidistanten Teilung der Kugel durch Qua-
dratur eine Fldache negativer constanter Kriimmung hergeleitet
werden kann, so liefern die Gleichungen 5) zugleich eine von.
zwei Constanten abhéingige Schar von Flichen constanter nega-
tiver Krimmung.
S o . 9 9q .

Auf gewissen Flidchen, bei denen Su u zum Verschwinden
gebracht werden konnen, lidsst sich noch ein singulires Netz
dquidistanter Curven angeben, in welches eine Constante nicht

eingeht.
3. Ist das Lingenelement von der Form
du® + clj/2
U+ VvV

so setze man
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w —IVUdu—— c
V'“fﬁ‘;:;;

wo ¢ eine willkiirliche Constante.

4. Bei den Translationsflichen endlich liefern die Translations-
curven ein dquidistantes System.*) Zur Darstellung an Modellen
eignen sich besonders solche Flachen, welche wie z. B. das Para-
boloid

X =an, y = bv, z = cu® 4 dv®
oder auch die Schraubenfliche

7z = al, X = bpcosu, y = cpsinu,
deren Gleichungen durch die Substitution

p=kveosu, u 4 v="0U, u —va=1V
die, Form
2z =a(U+4 V)
2 x = bk (cos U +4- cos V)
2y = ck (sin U 4 sin V)

I

annehmen, unendlich viele reelle Systeme von Translationscurven
enthalten.

§ 1II. . Processe, durch welche aus einer dquidistant geteilten
Flache andere ehenso geteilte Flachen hergeleitet werden.

Von dem schon erwihnten Process der Biegung abgesehen,
scheinen nur wenige verhdltnismissig einfach zu realisirende
Methoden angebbar zu sein, durch die aus einer Fliche andere
abgeleitet werden konnen, auf denen wieder ein System von
Aquidistanten bekannt ist.

Auf den Fliachen négaﬁver constanter Kritmmung und nur
auf diesen bilden die Haupttangentencurven ein Hquidistantes

A S, 14,
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System.*) Trigt man ferner auf der Normale einer solchen Fliche
eine constante Strecke auf, so erzeugen die Endpunkte eine
Parallelfiiche der Fliche negativer constanter Kriimmung, welche
durch die den Haupttangentencurven entsprechenden Curven
wieder dquidistant geteilt ist.

Wichtiger scheint indessen die ebenfalls leicht zu beweisende
Bemerkung, dass wenn man — unter u und v die Argumente
der Haupttangentencurven verstanden — auf der Normale die
variable Strecke

A= ‘]é« sinc(u + v)

auftrigt, wieder zwei einfach unendliche Scharen dquidistant ge-
teilter Flichen entstehen. Unter — ¢? ist dabei das Kriimmungs-
mass, unter k eine willkiirliche Constante zu verstehen.

Eine allgemeine Untersuchung zeigt, dass aus einem #dqui-
distanten System durch Auftragung einer Strecke auf der Nor-
male nur dann eine durch die Endpunkte dieser Normalen
dquidistant geteilte Fldche hervorgehen kann, wenn die Original-
fliche entweder eine Fliche negativer constanter Kriimmung, oder
eine Rotationsfliiche, oder eine Cylinderfliiche, oder endlich eine
Ebene ist. In dem ganz speciellen letzteren Falle ergeben sich
die schon in III besprochenen Translationsflichen. Durch diesen
Satz gewinnt die oben gegebene Construction eine allgemeinere
Bedeutung; sie ist, abgesehen von den genannten trivialen Fillen,
nur bei den Flichen constanter negativer Kriimmung moglich.

§ IV. Flachen, welche die Diagonalcurven eines aquidistanten
Systems zu Kriimmungslinien haben.
Vermioge der leicht zu erweisenden Identititen

O (8% — fxv) _ (gE ----- fF) Xy 8o — & Xy

quh VH ofH
2 (E?‘,g:_, ‘Eg_) — ( oG — fF ) Lt
ov A VI Ve oV H

) A, S. 7. Derselbe Satz findet sich auch schon in der Arbeit von Hrn.
Hazzidakis, Journ. v. Borchardt, Bd. 88, S. 68, 1878; die Prioritit gebiihrt in-
dessen Hrn. Dini (Teorica delle superficie, Ann. di Matematica Ser. II Tom. 4.)
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in denen , f, g; K, F, G die Fundamentalgrossen, H == eg —fe,
und x (y, z); p (q, ¥) die Coordinaten sowie die Richtungscosinus
der Normale bedeuten, folgt fiir

e=g =1 E =G
die Gleichung

2 s x, — x,f d (x, — x, )
u Vl——f2>~9v(V1—r—f2 )

Man kann daher

X x b g
Vit "

setzen, wo X, Y, 7 die Coordinaten eines Punktes einer neuen
Flache bedeuten, welche durch Quadratur aus der ersten abgeleitet
wird, und deren Normale in dem Punkte X, Y, Z mit der Nor-
malen in X, y, z parallel lduft.

Die Voraussetzung B = G bedingt, dass die Diagonalcurven
des dquidistanten Netzes die Kriimmungslinien sind. Auf sie be-
zogen, nimmt nach § I das Léngenelement die Form

6) ds? = cos?’z du? -{ sin’z dv®
an, wihrend es in Bezug auf die Aquidistanten
ds? = du® + dv? + 2cos 2z du'dv'

ist. Awus jeder dieser Flichen lisst sich durch Quadratur eine
Fliiche von entgegengesetzt gleichem Kriimmungsmass, welche ouf
die erste dquivalent abgebildet ist, herleiten, welche wieder auf
ihre Kriimmungslinien bezogen das Lingenelement

ds? = du? sin?z -+ dv? cos?z

besitzt, indem man’

- sin 7z, COS %
)&-u = X, T }&v = — Xy ———
COS Z Sin 7z

setzt. Nimmt man allgemeiner
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cos (z — o) Sy sin (z — o)

cos % sin z

¢, =X,

wo o eine willkiirliche Constante ist, so wird das Liingenelement
der auf ihre Kriimmungslinien bezogenen Fliche &, 7, €

ds"? == cos? (z ~~ &) du? + sin?(z — o) dv?

oder auch
ds'? == da'? 4 dv'? 4 2 cos 2 (z — a) du’ dv'

Aus jeder dieser Fliichen kann daher eine einfach unendliche
Schar wvon Flichen hergeleitet werden, deren Krimmungslinien
Diagonalcurven eines iiquidistanten Netzes sind. Dabei wird der
Winkel 27, unter dem sich die Curven des Netzes schneiden, den
Wert 2(z — o) annehmen; zugleich bleiben die geoditischen
Krimmungen der dquidistanten Curven ungeindert.

Die Existenz einer oo! Schar wird durch den Umstand be-
dingt, dass die Bedingungen, denen 7 geniigen muss, nur die
Differentialquotienten von z, nicht aber z selbst enthalten.

Die Flidchen constanter negativer Kriimmung haben in Bezug
auf ihre Kriimmungslinien das Léngenelement G). Durch die
Transformation erhilt man indess nur Flichen, welche von den
in § III betrachteten Parallelfliichen nicht wesentlich verschieden
sind. Dabei mag noch erwihnt werden: Kine Fliche, welche ein
System von Aquidistanten enthilt, lings denen die Normalkriim-
mungen der Fliche durchweg ein und denselben constanten Wert
haben, kann als Parallelfliche einer Fliche negativer constanter
Kriimmung angesehen werden.

§ V. Flachen, deren Kriimmungslinien in mehrfacher Weise die
Diagonalcurven aquidistanter Netze bilden.
Kine Fliche, welche in zweifacher Weise zu Diagonalcurven
eines dquidistanten Systems die Kriimmungslinien hat, besitzt in
Bezug auf die letzteren das Lingenelement

du? 4 dv?

162 = o €
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und gestattet demgemiss eine o' Schar solcher dquidistanter
Systeme. An Stelle derselben kann man auch die Flichen be-
trachten, welche, wie z B. die Flidchen zweiten Grades das
Liouville’sche Bogenelement

ds? = (U 4 V) (du® 4 dv?)

besitzen. Auf die weiteren hierher gehorigen Untersuchungen,
die eine grosse Anzahl merkwiirdiger Beziehungen vermdge des
in § IV betrachteten Processes liefern, kann indess an diesem
Orte nicht eingegangen werden, da es in bequemer Weise kaum
ausfihrbar scheint, sie durch Modelle der Anschauung ndher zu
bringen.

Wirzburg, den 15. Juli 1892.



Uber die Auflosung hoherer Singularititen einer
algebraischen Curve in elementare.

Von A. Brill in Tiibingen.

Dass durch Zeichnungen und Modelle der Geometrie Ge-
danken von weittragender Bedeutung erwachsen sind, die dem
bloss rechnenden Mathematiker so gut wie dem abstracten Syn-
thetiker verborgen geblieben wiren, wird niemand bestreiten, der
Newton’s enumeratio linearum curvarum tertii ordinis oder Cramer’s
Analyse des lignes courbes oder Plécker’s grundlegende geometrische
Werke eingesehen hat. Aber nachdem es der projectiven Geo-
metrie gelungen war, die Theorie der Kegelschnitte von der
Vorstellung des einzelnen Falles loszulosen, galt es eine Zeitlang
fir tberfliissig und nicht schicklich, ein geometrisches Werk mit
Figuren auszustatten. Man konnte sie leicht entbehren, denn das
Interesse jener Zeit beschrinkte sich auf solche Higenschaften der
geometrischen Gebilde, die von ihrer reellen Existenz unabhéngig
waren. Zu neuem Ansehen verhalfen der sinnlichen Darstellung
erst wieder die Entdeckungen von Zeuthen und Klein iiber die
Realititsverhiltuisse der algebraischen Curven, die an die Figur
direct ankniipften. Noch heute bieten die Tafeln, die den oben
genannten Werken angehingt sind, und denen sich die zu Zeuthenw's
wSystemer af plane Kurver® (Abh. d. Akad. zu Kopenhagen, Bd.
10, 1873) anreihen, eine Fiille von Anschauung, die jeden mit
Vorstellungskraft Ausgestatteten aufs lebhafteste anmuten. TLehr-
reich ist besonders die Darstellung ganzer Systeme von Curven
mit verdnderlichen Parametern, zumal fiir das Verstindnis von
Curven mit besonderen Vorkommnissen, welche zwischen andern
einfachen eingeschaltet auftreten. Hs hat einen Reiz, zu verfolgen,
wie mit der Verdnderung der Constanten der Zusammenhang der
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Zrweige sich dndert, wie Ovale durchs Unendliche sich dehnend auf
der gegeniiberliegenden Seite der Zeichenebene wieder zum Vor-
schein kommen, wie Curveniste durch Bildung neuer Doppel-
punkte sich mit anderen vereinigen oder abschniiren, oder wie
einfach singulidre Punkte mit andern zu héhern zusammenwachsen.

Solche Beobachtungen an der Zeichnung waren es, die mich
veranlassten, das Hilfsmittel der stetigen Deformation von Curven
mit gewohnlichen Singularititen in solche mit zusammengesetzten
ymaskirten“ in grundsitzlicher Weise fiir das Verstindnis der
letzteren zu verwerten, wobei dann spiter das Bediirfnis einer
strengern Begriindung gebot, die Anschauung durch algebraische
Methoden zu ersetzen.

Die Singularititen erscheinen zur Zeit — hauptséchlich durch
die oben genannten Arbeiten — in den Mittelpunkt der Theorie
der algebraischen Curven geriickt. Seit Puiseuz’s Untersuch-
ungen nimmt auch die Theorie der algebraischen Functionen an
ihnen ein hervorragendes Interesse, an sie kniipft seit Riemann
und Clebsch der Begriff des Geschlechtes an. Nach beiden Richt-
ungen hin, der geometrischen wie der functionentheoretischen,
erweist sich der Satz von Cayley iiber die Aquivalenz einer
héheren Singularitit mit einer gewissen Anzahl von elementaren
als wichtig. Aber es fehlte lange an einer Begriindung und Um-
grenzung desselben. H. J. S. Smith hat in dieser Absicht die
Reihenentwickelungen, die eine Singularitit definiren, auf den
Einfluss ‘untersucht, den sie auf die Discriminanten der Curven-
gleichung und der zu ihr reciprocen Gleichung besitzen, und ist
zu wichtigen Beziehungen zwischen den zugehdrigen Zahlen ge-
langt. Aber abgesehen davon, dass Smith’s Beweis zum Teil auf
nicht algebraischer Grundlage beruht und indirect ist, ldsst er
auch die Frage unerledigt, ob jenc Aquivalenz mehr als bloss
eine numerische ist, d. h. inwieweit jede hohere Singularitit
durch wirkliches Zusammenriicken von nur einfachen (elementaren)
singuldren Punkten entstehen kann.

In einer Abhandlung ,Uber die Singularititen algebraischer
Curven und eine neue Curvenspecies* (Math. Annalen Bd. 17)
habe ich versucht, durch stetige Umwandlung einer Curve, welche
mit einer beliebigen, durch vorgegebene Entwickelungen definirten
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Singularitit behaftet ist, in eine solche von gleicher Ordnung,
Classe und gleichem Geschlecht, welche nur die einfachen Vor-
kommnisse aufweist, die zuletzt aufgeworfene Frage zuerst und
damit implicite auch die frithere zu beantworten.

Der vorliegende Anlass legt es nahe, auf den Ausgangspunkt
fiir diese Untersuchung: die gestaltliche Deformation, zuriickzu-
greifen. Dies erfordert indess, wenn die Grandlage sicher sein soll,
algebraische Entwickelungen, die ich im Anschluss an eine Uber-
sicht tiber die Ergebnisse jenes Aufsatzes voranzustellen mir er-
lauben werde.

Die Absicht ist zunéchst die, nachzuweisen, dass mit dem
Awuftreten einer héheren Singularitit in die Formeln fiir das Ge-
schlecht, die Classe der Curve und die Anzahl ihrer Wendepunkte
zwei ganze Zahlen linear eintreten, welche zusammen mit noch
zwei andern ihnen dualistisch entsprechenden in Hinsicht auf die
Pliicker’schen Formeln die Singularitit vollstindig charakterisiren.
— Von der Grosse dieser Zahlen, die durch das Verhalten der
adjungirten Curven, bezw. der ersten Polare und der Hesse’schen
Curve bestimmt ist, sehen wir hier ab.

In jener Abhandlung wird nun gezeigt®), dass jede durch
Reihenentwickelingen definirte Singularitit vorkommen kann auf
einer ,rationalen* Curve (einer Curve vom Geschlecht Null, deren
Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters darstellbar
sind) von {tbrigens noch besondern HEigenschaften, darunter der,
dass Ordnung und Classe gleich und, weil bestimmt durch die
Stelle, wo man die Reihenentwickelungen abbricht, noch in ge-
wissen Grenzen willkiirlich annehmbare Zahlen sind.

Bekannt ist das Verhalten der ersten Polaren, der Hesse’schen
und der adjungirten Curve in den einfachsten Singularititen :
Doppelpunkt (mit getrennten Tangenten) und Riickkehrpunkt.
Fiir Curven, die keine vielfachen héhern Punkte enthalten, ist
die Anzahl der Wendepunkte linear von der Anzahl jener ein-
fachsten Singularitiiten abhiingig, ebenso das Geschlecht und die
Classe der Curve.

Doppel- und Riickkehrpunkte nebst den ihnen dualistisch
entsprechenden Doppeltangenten und Wendetangenten (-punkten)

*) Die Ausfithrung fir einen besondern Fall findet man unten.




30 A. Brill, Singularitiiten algebraischer Curven.

mogen ,.elementare Singularititen’ genannt werden. Fiir die
rationalen Curven lassen sich nach Clebsch (Crelle’s Journal, Bd.
64) Gleichungen bilden, denen die Werte der Parameter geniigen,
die den elementaren Singularititen zugehoren. Kommen sie ge-
trennt vor, so sind die Wurzeln verschieden. Der Grad dieser
Gleichungen entspricht der Anzahl, bezw. der doppelten Anzahl
der betreffenden mit endlichem Parameter versehenen ausgezeich-
neten Stellen der Curve.

Die vier Gleichungen konnen mehrfache Wurzeln erhalten,
wenn eine hohere Singularitit auftritt. IHat man die ihr ent-
sprechende Vielfachheit ermittelt, so fragt es sich, ob diese Zahlen
bereits die an der Geschlechtsformel und in den Pliicker'schen
Gleichungen anzubringende Reduction bestimmen. Ist dies fiir
die rationale Curve gezeigt, so gilt es fiir jede andere algebraische
Curve, weil in der Umgebung der singulidren Stelle das Verhalten
ihrer Polaren u. s. w. mit dem fir die rationale iibereinstimmt.”

Nun ldsst sich die rationale Curve, welche die Singularitit
besitzt, durch genau definirte kleine Constanteninderungen in
eine andere rationale iiberfithren, fiir welche die Gleichungen,
denen die elementaren Singularititen gentigen, an Stelle der mehr-
fachen Wurzeln lauter verschiedene haben, die von diesen sich
beliebig wenig unterscheiden, und deren Anzahl je gleich dem
Kxponenten des mehrfachen Factors ist. Durch vorgingige pas-
sende Wahl des Grades der rationalen Curve kann man ferner
bewirken, dass alles Ubrigé, also namentlich auch die sonstigen
im Endlichen gelegenen singuliren Punkte und die im Unendlichen
gelegene hohere Singularitit bei der Variation an Zahl und an
Charakter sich nicht &ndern. Weil nun auch noch Grad, Classe,
Geschlecht der Curve dieselben bleiben, so miissen auch die von
der betrachteten Singularitiit herrithrenden Zahlen, die in die
Pliicker’schen Ausdriicke eingehen, von der Variation unberiihrt
bleiben. Und zwar bezieht sich dies nicht nur aunf die beiden
ersten Formeln (fiir Classe und Wendepunkte), sondern, wegen
der Unveriinderlichkeit der Factorenzahl fiir alle vier Gtleichungen,
auch auf die ihnen dualistisch entsprechenden.

Jene Vielfachheitszahlen definiren hiernach nicht bloss die
Reductionen an den Formeln fir das Geschlecht u. s. w. —- dies
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hatte schon H. J. S. Smith bewiesen —, sondern es .ist auch
dargethan, dass die gleichen Factoren durch verschiedene ver-
treten werden konnen, d. h. dass in den angegebenen Beziehungen
jede hohere Singularitit durch eine Anzahl ihr #quivalenter ele-
mentarer ersefzbar ist.

Jene Curvengattung, der sowohl die mit der hoheren Singula-
ritit behaftete als die variirte Curve angehort, hat die Eigenschaft,
durch die (ihrerseits von einander unabhingigen) Gleichungen,
denen die Parameter der Wendepunkte und der Riickkehrpunkte
geniigen, villig bestimmt zu sein. Die willkiirlichen Verdnder-
ungen betreffen daher nur die gleichen Linearfactoren dieser
beiden Gleichungen, wodurch dann diejenigen fiir die Parameter
der Doppelpunkte und der Doppeltangenten eindeutig bestimmt
sind, und zwar, wenn man gewisse besondere Wertsysteme der
Variationen ausschliesst, in der Weise, dass auch sie nur ver-
schiedene Wurzeln besitzen.

Die Ausstellung, die diesen Aufsatz veranlasst hat, enthilt
einige Blitter mit Zeichnungen, die Ubergiinge darstellen, bei
denen eine hohere Singularitit sich in die #quivalenten elemen-
taren auflost. Sie entsprechen dem besondern Fall, dass dieselbe
eine ,unicursale® ist (ein , superlinear branch® mnach Cayley),
d. h. dass ihre Entwickelungen einen einzigen Cyklus bilden.
Wir stellen hier die algebraischen Hilfsmittel fur die Behandlung
dieses Falles zusammen.

Die Entwickelungen in einem unicursalen Element (es ent-
hilt nur einen veellen Curvenzweig, wenn die Entwickelungs-
coéfficienten veell sind) kénnen zusammenfassend dargestellt werden
durch eine Reihe fiir "die Ordinate y, die im Allgemeinen nach
gebrochenen Potenzen der Abscisse x aufsteigt:

a Q@
y = agXP -}~ agxP . ...,
wo die aga; . . ... . Constante; p, q<Tq, <<qu<C ... ganze

positive Zahlen ¢ind, und wo ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit q_>p angenommen werden kann.
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Setzt man diese Reihe, die, als dem Element einer algebra-
ischen Function zugehorig, nach Cauchy immer einen Convergenz-

dem Glied:
(B
ax XP,
fiir das noch i und p teilerfremd sein mogen*), so kann man

setzen :
X = N = x(A);
v o= ap AN 4 a At 4 ... 4 g A= y ().
Diese Gleichungen stellen nun eine ,rational ganze“ Curve
dar, fiir welche
1) die Gleichung p(N) = o fiir die Parameter aller im End-
lichen vorkommenden Riickkehrpunkte gegeben ist durch:
3—1; = x'(\) = o,
also durch:
(1) p(h) = pp»t = o
2) Die Gleichung w (A\) = o fiir die Parameter der Wende-
punkte der Curve ist:

d (y' (A 1
(2) @) d)\(y E ;) =I_))‘q_p‘1 (ao((l_P)'*‘% qa(qr—p) A=, ) .

3) wo ferner die Parameter X, A; der zwei in einem Doppel-
punkt sich durchsetzenden Zweige den Gleichungen gentigen :
: X(h)—x() YOM)—y W
@) M M—h
oder, in A und D = )} — A geschrieben (a. a. 0. 8. 376, wo
einige Zahlencoéfficienten der einen KFormel hiernach zu ver-
bessern sind):

= 0

2

D D
0 = P*‘P'§+P”3—!’+- e

(3a) 0

’l
i

g1 (0 4 ) + Do 130 )

Il/m
5'(9(’)/““* 490)// [ 6(“0) %99 )4_

*) Beuzliglich der Bedeutung dieser Annahme vergl. man a. a. O. §5 (S.
378) und § 9 (S. 401).
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In diesen Formeln sind durch Striche die Ableitungen nach
X bezeichnet, 3! ist = 1.2.3, u. s. w.

4) Endlich ergeben sich die Parameter der Beriihrungspunkte
der Doppeltangenten aus Gleichungen wie (3), gebildet fiir die
Liniencoordinaten u, v, die mit x, y durch die Gleichung zu-
sammenhéingen: ux —y — v = o; oder kiirzer nach Vertausch-
ung von o mit p aus (3a). _

Es folgt aus diesen Gleichungen, dass die der singulidren
Stelle entsprechende Wurzel X = o: (p — 1)fach in der Gleich-
ung fiir die Rickkehrpunkte, (@ —p — L)fach in der fiir die
Wendepunkte (-tangenten) und, wenn p und q teilerfremd sind *),
3p—1)(q — 3)fach bez. §(q — p—- 1) (q — 3)fach in den Gleich-
ungen fiir die eigentlichen Doppelpunkte (mit getrennten Tangenten)
und fiir die Doppeltangenten auftritt.

Statt auf die obigen Ausdriicke x(A), y(A) kann man die
Definition der Curve auch auf die Annahme der ganzen Func-
tionen p(N), @ (A) stiitzen. In der That, es ist:

X (\) = f)‘ p () di u) = f)‘m(x) d

o
Of *\
vy = J p()u)da vOh) = ux —y = J' x (A) o () dx

Die vollkommene Analogie der so definirten Linien- mit den
Punktcoordinaten springt in die Augen.

Der Progess der Constantenvariation besteht nun darin, dass
man an Stelle des Factors von p (A) [bezw. von @ (\)], der aus einer
Potenz von X besteht, je eine ganze Function in A von gleichem

Grade setzt, deren Coéfficienten — bis auf den der héchsten Po-
tenz — sehr kleine willkiirlich angenommene Grossen sind. Man
substituire also fiir p (\), ® (\) die ganzen Functionen:
B =pO—a)h—m) . ... (—a)
1
o, (A) = b A=PB)h—B) oo = Biy)

(2 (@ — D) Fa qu (q— PNt 4. . L),

*) Die Modificationen, die diese Zahlen erfahren, wenn p, q nicht teiler-
fremd sind, findet man a. a. 0. § 9 8. 400 angegeben.

3
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die sich, wenn alle o und B gleich Null sind, auf p (A) und o (})
reduciren, und bilde nun wieder mit Hilfe von p, und o, die
Ausdriicke fiir x, v, u, v wie oben. Den willkiirlich annehm-
baren kleinen Grossen o, [ entsprechen dann , penultimate®
Curvenformen, welche dicjenigen elementaren Singularititen neben-
einander enthalten, die in der hoheren Singularitit vereinigt sind.
In Bezug auf die Wendepunkte () und die Riickkehrpunkte (8)
verfiigt man iiber Anordnung, Realitdt u. s. w. durchaus unbe-
schrinkt. Was die Doppelpunkte und -Tangenten angeht, so wird
die Forderung, dass sich die in der penultimaten Form auftreten-
den nicht wieder zu mehrfachen Punkten u. s. w. vereinigen,
erfiillt, wenn man vermeidet, die o, § so zu wihlen, dass weder
die Discriminante der aus (3a) durch Elimination von D ent-
stehenden , Doppelpunktsgleichung® in X, noch die fiir die Doppel-
tangentengleichung verschwindet, sowie dass die Resultante aus je
zweien der vier Gleichungen Null wird.

Aus dem Studium dieser Discriminanten und Resultanten
ergab sich ein merkwiirdiger Satz, der sich auf den Kall reeller
Coéfficienten in der HEntwicklung und der variirten Parameter-
ausdriicke fiir x, y bezieht. Bezeichnet man mit r und w die
Gesamtzahl der Grossen o bezw. B, d. h. der aus der Singularitéit
hervorgegangenen Riickkehr- und Wendepunkte, mit r* und w* die
reellen unter diesen, mit d’ und t* die isolirten (aus der Singu-
laritiat hervorgegangenen) Doppelpunkte und Doppeltangenten, so
besteht, wie auch die Auflosung erfolgen moge, immer die Be-
ziehung :

rr—w 4 2 —t) =r—w

Der Betrag der linken Seite dieser Gleichung, der auch im
Falle einer mehrelementigen Singularitit von der Art der Varia-
tion nicht abhingt, ist in den ausgestellten Blittern fiir jede
Singularitit als ihr ,,Realititsindex** besonders angefiihrt.

Die ausgestellten Zeichnungen und die zugehirigen Rech-
nungen hat im Jahre 1883 Herr Ch. Schultheiss, damals Stu-
dirender der Mathematik an der technischen Hochschule in
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Miinchen, ausgefiihrt. Die Zahlenannahmen sind auf den Bléttern
selbst bemerkt, die Bezeichnungen die dieser Note. Um die
Singularititen auch fir das Auge zu trennen, hat man die Or-
dinaten teilweise in anderem Masstab wie die Abscissen aufge-
tragen.

Eine Vorstellung von den Zeichnungen mégen die folgenden
Beispiele geben: '

4

1. Beispiel. Entwicklung: y = x* 4 . . ., oder x = )3,
y = M p (\) = 3 A\ = o ist die Gleichung fiir die Riickkehr-
punkte. Wendepunkte (m ) = %) existiren keine. Setzt man
4
’rOTa
so erhilt man fir die Punkt- und Liniencoordinaten der variirten
Curve: '

p(h) = 3 — ), o) = o)) =

X = -—3eh | A u=-§—)\

y = — 2 4 M v=ﬁ2exz+—;;x4
Fiir die Doppelpunktsparameter hat man die Gleichungen :

0=3(0W—¢ + 31D 4 D

D

0 == A + —2—3
Daher: A = — ), = V3¢, oder einen Doppelpunkt in x = o,
y = 3¢e% Doppeltangenten treten (im Endlichen) nicht auf. Die
Riickkehrpunkte sind: x = + 2¢ Ve, y = — % Der Realitits-
index ist = 1. Die Gleichung einer der adjungirten Curven

(n — 1) (oder von niedrigerer) Ordnung lisst sich in der Form
darstellen (a. a. o. § 11 S. 407):

x(y + &%) = o.

Im Folgenden sind drei Typen gezeichnet nebst ihren reci-
procen Formen, indem einmal x, y, das anderemal 0,15 u, v als
rechtwinklige Coordinaten aufgetragen sind.

3*
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N
A\

- i
2. Beispiel. Entwickelung y = x* 4 ..., oder x = A}
y=2M pQd) =3 N=0;,00 = %) A = o sind die Gleich-

ungen fiir die Riickkehr- und Wendepunkte. Man setze fir die
variirte Curve:

, o 10
piN) = 3\ — ¢); o, () = 5 (h — 7).
Dann wird :
X = —3eh 4 A
y = 5aﬁ2n—%ék3~—§nk44‘k5

10x+fx

u

H

v = Denh? — Be)\*——§ )\4—{— N

Die Coordinaten der Riickkehrpunkte sind:
- ) 2
= +2¢Ve; y = 32(§ni§l/s).
Die Gleichung fiir die Parameter der Doppelpunkte ist:

w4 2%% 4w (dat— 7)) 4na + 122 - 16 =
1

Wo A = o _undw.=

)\
4V— V—¢
Die Discriminante dieser Gleichung ist:
e(n’ —e) (20 — 16¢),

ist.
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wo der erste Factor dem Zusammenriicken der zwei Spitzen, der

zweite dem Auftreten einer Schnabelspitze, der dritte dem Awuf-

riicken einer Spitze auf einen gewohnlichen Curvenzweig entspricht.
Fiir p = o erhilt man, wenn ¢ negativ ist, isolirte Doppel-

punkte in

16

X = 4eV—¢; » y_—»—g—eVl—e.
Der Realititsindex ist = 1.
Ich fiige noch die Gleichung einer adjungirten Curve dritter

Ordnung (s. oben) an, die schematisch (punktirt) eingezeichnet ist:

(v —ox) (x —f) = x(x —9)*d
8 ¢’ ) 2
WOdzgeangﬁ) (____—2«511,8=5—q

ist, und lasse hier einige Typen folgen (die Ordinaten sind im
10 fachen Masstab der Abscissen aufgetragen):

€-0,09 €-0,12

70 7-0.3

£40,16 S

goon

£-0 £ ~0.00

n.o o
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Die entsprechenden reciprocen Formen, die durch Auftragen

2 und 10v als rechtwinkligen Coordinaten entstehen, sind:

b

4 . ... oder
= A,y = A\ 2\
Fir p, = 2,
15 15 8 b
| == 4 e  —- = — \2 - — A8 =
o =@+ 50 00— = (02 + a4 D),
1
0a = 1———58, b = —§e gesetzt ist, wird:
8 3
3 )
X = )2 I 2 | Y33
X ) u 2bk+2a)\ | 2)\
3

y = ba% 4 axt - W8 Vo= g)\{“.—i— ant E)\ﬁ'
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Die Parameter des Doppelpunktes sind: A = — i, = 2 %—a
J

Die Gleichung fiir die Beriihrpunkte der Doppeltangente lautet:
5 ., S D . 15
0= («2— A2 — 2ak — 2Db) (5 A —a) (D ak? 4 5 b -} ab).
Thre Discriminante zerfillt wieder in Factoren:
b (4a% — ‘—143 b) (a? 4 Hb)4,

deren Verschwinden dem Auftreten einer Schnabelspitze, dem
Zusammenriicken zweier Wendepunkte und dem Falle, dass eine
Wendetangente noch einmal beriihrt, entsprechen — Der Realitiits-
index ist = o.

Die folgenden Typen zeigen den Ubergang von positiven
Werten von ¢ durch Null zu negativen (die Ordinaten sind in
doppeltem Masstab aufgetragen):

Die Zerfillung der Discriminanten der Singularitiitengleichun-
gen fiiv die hier betrachteten besonderen rationalen Curven, die
inzwischen Herr F. Meyer (Math. Ann. Bd. 38) auf allgemeine
rationale ausgedehnt hat, besitzt insofern eine weitere Bedeutung,
als sie den algebraischen Kern einer bekannten Relation zwischen
den reellen Singularititen einer algebraischen Curve, die Herr
I, Klein aufgestellt hat (Math. Ann. Bd. 10), wenigstens fiir ra-
tibnale Curven blosslegt.

Tibingen, im Juli 1892,



Uber die constructiven Postulate der Raumgeometrie
in ihrer Beziehung zu den Methoden der Darstellenden
Geometrie.

Von G. Hauck in Berlin.

Einleitung

Fiir das Arbeitsgebiet der Darstellenden Geometrie sind haupt-
siichlich zwei Gesichtspunkte massgebend: 1) die Aufgabe, gegebene
drei-dimensionale Objecte durch zweidimensionale Gebilde darzu-
stellen oder abzubilden, 2) die Aufgabe, die ideellen raumlichen Con-
structionen, welche bei der Losung von geometrischen Problemen
zuniichst nur in der inneren Vorstellung vollzogen werden, praktisch
zu verwirklichen.

Man geht bei dem gewdhnlichen Lehrgang in der Regel von
der ersten Aufgabe aus, indem man, ankniipfend an den natiir-
lichen Sehprocess die verschiedenen Abbildungsmethoden ent-
wickelt, und behandelt dann die zweite Aufgabe auf Grund der
ersten, indem man die Constructionen, die eigentlich an den
Raumobjecten selbst zu vollziehen wiren, in deren Abbildungen
ausfihrt.  Auwch der geschichtliche Entwicklungsgang der Wissen-
schaft weist auf diesen Weg als den naturgeméssen; der Begriff
der Projection stand bereits zur Verfiigung, als die wissenschaft-
liche Behandlung der zweiten Aufgabe in Angriff genommen wurde.

Trotzdem bietet der Versuch, den umgekehrten Weg zu
gehen, das heisst: die zweite Aufgabe an die Spitze zu stellen
und unabhiingig von dem Begriff der Abbildung zu behandeln,
cin hohes Interesse. Das Bestreben, die ideellen Raumconstrue-
tionen zu realisiven, hat an und fir sich mit dem Sehprocess
nichts zu schaffen.  Erst durch die Behandlung dieser Aufgabe
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a priori, wie sie im folgenden versucht werden soll, gewinnt man
ein klares Urteil tber die innere Notwendigkeit der Methoden,
die zur Losung der Aufgabe dienen; man erkennt, was an den
ihnen zu Grunde liegenden Anschauungen notwendig und aus
welchen Zweckmissigkeitsgriinden das Nicht-notwendige aufge-
nommen ist.

Man wird bei einem solchen Versuche von den ideellen con-
structiven Postulaten der Raumgeometrie ausgehen miissen, welche
man auf wirklich vollziehbare Operationen zu reduciren bestrebt
sein wird.

Eine Erorterung jenmer Postulate mochte schon an sich an-
gezeigt erscheinen. Es will mich bediinken, als ob dariiber viel-
fach eine gewisse Unbekiimmertheit und Unklarheit herrschte,
und als ob namentlich die Verschiedenheit, die in dieser Bezieh-
ung zwischen den Anschauungen der Euklidischen Geometrie und
der meweren Geometric besteht, nicht geniigend zum Bewusstsein
gekommen wire. Wihrend den Aziomen der Geometrie die
eingehendsten Untersuchungen gewidmet worden sind, hat man
sich hinsichtlich der Postulate meist nur auf die Constructionen
in der Ebene beschrinkt (Mascheroni, Steiner). Das Problem der
Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden mit einer Ebene
scheint mir in seiner fundamentalen Bedeutung fiir die rdumlich-
constructive Geometrie, wie sie bei den folgenden Betrachtungen
zu Tage treten wird, bisher nicht geniigend gewtirdigt worden
zZU sein.

§ 1. Die constructiven Postulate der Euklidischen und der
neueren Geometrie.

Euklid stellt zunichst fir die Ebene die Postulate auf: Hs
sei moglich,

1) von jedem Punkt nach jedem andern eine gerade Linie
zu ziéhen,

2) eine begrenzte gerade Linie stetig gerade fort zu ver-
liingern,

3) aus jedem Punkte in jedem Abstande einen Kreis zu
beschreiben.
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Diese Postulate tibertragen sich dann auch auf den Raum,
insoferne sich ihre Giltigkeit auf jede durch drei Punkte bestimmte
Ebene erstreckt. Euklid denkt sich also, es sei immer mdoglich,
durch irgend drei beliebige Punkte des Rauwmes eine Ebene zu legen
und n thr die Constructionen der cbenen (Feometrie ausezufithren.
Man konnte diese letztere Forderung, die Euklid zwar nicht direct
ausspricht, deren Voraussetzung aber aus seinen thatsdchlichen
Constructionen folgt, zu den obigen drei planimetrischen Postu-
laten moch als erginzendes stereometrisches Postulat hinzufiigen.

Jede ausgedehntere riaumliche Construction setzt sich aus
gewissen Fundamentalconstructionen zusammen. Von diesen ist
die bedeutsamste die Bestimmung der Schnittlinie zweier Ebenen
oder des Schnittpunktes einer geraden Linie mit eincr Ebene.
Da sich jede dieser zwei Aufgaben unmittelbar auf die andere
zurtickfithren lidsst, so ist es gleichgiltiz, welche man als die
urspriingliche nimmt.  Wir geben im folgenden der zweiten den
Vortritt und bezeichnen sie kurz als ,,Schnitipunktproblem®.

Merkwiirdigerweise gibt sich nun  bei Kuklid, dessen
constructiver Inhalt iiberbaupt cin beschrankter ist, nirgends
ein Anlass zur Anwendung jener zwei Aufgaben, so dass er
keinen Grund hat, sich iberhaupt mit denselben zu befassen.
Dagegen gibt er die Losung der Aufgabe: auf ecine gegebene
Ebene von einem ausserhalb derselben gegebenen Punkt eine

Senkrechte zu fillen, — mit deren Hilfe sich das Schnittpunkt-
problem sofort erledigt.
Um von einem Punkt 4 (vergl. Fig. 1) 4

eine Senkrechte auf eine Ebene P zu fiillen,

zieht man in P cine beliebige Gerade BC, 2

fillt (in der durch BC und A4 bestimmten -/S;E;/W
Ebene) AD | BC, errichtet (in der Ebene P) e

DE | BC und fillt (in der durch AD und Fig. 1.

DIE gedachten Ebene) AF | DE: so ist AF die verlangte
Senkrechte.

Soll nun der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene
bestimmt werden, so fillt man (vergl. Fig. 1) von einem beliebigen
Punkt 4 der. gegebenen Geraden die Senkrechte AF auf die ge-
gebene Ebene und errichtet in der durch die Gerade und die
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Senkrechte gedachten Ebene auf AF in F' eine Senkrechte: so
schneidet diese die gegebene Gerade in dem gesuchten Schnitt-
punkt S.

Es mochte vielleicht auffallend oder gar paradox erscheinen,
dass die Losung dieser Aufgabe, die wir doch als lineare Auf-
gabe zu betrachten gewdhnt sind, die mehrfache Anwendung des
Zirkels verlangt. Eine Losung, die bloss mit geraden Linien
operirt, ldsst sie nicht zu.

Es héngt dies eben mit den durch die Euklidischen Postulate
gegebenen Constructionsbedingungen zusammen und dirfte in
letzter Instanz zu der Theorie der Ebene in Beziehung zu
bringen sein.

Mit der Anschauungsweise der neweren Geometrie steht es
allerdings in directem Widerspruch. Diese hilft sich denn auf
einfache Weise dadurch, dass sie fiir ihre Constructionen das
neue Postulat einfilnt: es sei mit einer Geraden und einer Ebene
eo ipso auch deren Schnittpunkt, oder mit zwei Ebenen eo
ipso auch deren Schnittlinie bestimmt. Der Begriff ,,lineare Con-
struction” wird von der Ebene auf den Raum iibertragen; wiih-
rend er aber dort die blosse Beniitzung von geraden Linien in
sich schliesst, kommt im Raum noch die Ebene hinzu, und es
wird nun, entsprechend dem analytischen Ursprung jenes Be-
griffes der Schnitt zweier Ebenen oder einer Ebene mit einer
Greraden ganz ebenso postulirt wie in der Ebene der Schnitt
zweier Geraden.

Es findet sich zwar dieses Postulat meines Wissens nirgends
ausdriicklich ausgesprochen, es wird nur stillschweigend, vielleicht
auch unbewusst angenommen. Aber iiber seine thatsichliche An-
nahme kann kein Zweifel bestehen. Wenn man z. B. sagt, durch
den Schnitt eines Kbenenbiischels mit einer geraden Linie sei
eine Punktreihe bestimmt, so denkt niemand daran, die einzelnen
Schnittpunkte alle erst durch besondere Constructionen zu or-
mitteln, sondern die Schnittpunkte sind mit dem Ebenenbiischel
und der Geraden co ipso vorhanden. Schon das Dualitidtsprincip
verlangt mit Notwendigkeit eine Gleichberechtigung zwischen
Punkt und Ebene; wenn daher die Bestimmung der Verhind-
ungslinie zweier Punkte postulirt wird, so muss notwendig das-
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selbe auch fiiv die Schnittlinie zweier Ebenen verlangt werden.
Wihrend also das in Frage stehende Postulat vom Standpunkt
der Euklidischen Geometrie als tiberfliissig und daher unzuldssig
bezeichnet werden muss, kann vom Standpunkt der neueren
Geometrie seine Berechtigung nicht beanstandet werden. Nur
darf es nicht versteckt unterschoben, sondern muss offen ausge-
sprochen werden.

Die stillschweigende Annahme des Schnittpunkipostulates
durch die neuere Geometrie, verbunden mit dem Umstand, dass
Kuklid die betreffende Aufgabe nicht ausdriicklich behandelt, gibt
wohl die Brklirung fir die in der Einleitung erwihnte Unsicher-
heit und Unbekiimmertheit, die sich vielfach hinsichtlich der con-
structiven Postulate der Raumgeometrie bemerkbar macht.

§ 2. Reducirung der Euklidischen Postulate.

Wir halten vorerst an den Euklidischen Postulaten fest und
gehen darauf aus, dic auf sie gegriindeten ideellen Raumcon-
structionen in eine fiir die praktische Ausfithrung geecignetere
Form zu bringen. Man wird zu diesem Zwecke vor allem be-
miht sein, das Construiren in allen moglichen Ebenen in Weg-
fall zu bringen, indem man jene Constructionen sidmtlich auf eine
und dieselbe Kbene zu tibertragen sucht. Dies ist in der That
mdoglich: man kann die Constructionen so reduciren, dass man
nur in einer einzigen, ein fiir allemal bestimmten Kbene zu
zeichnen hat und dass von Operationen im Raum nur das Ziehen
von geraden Linien und das Abmessen von Punktabstinden
(mittelst Stechzirkel oder Masstab) verbleibt.

Bei dieser Reduction kommt die Hilfsaufgabe der Bestimmung
des Schnittpunktes einer Geraden mit einer Ebene fortgesetat zur
Anwendung. Da sie mnach der in $1 gegebenen Losung das
" Zeichnen in 4 verschiedenen Ebenen erfordert, so erscheint es
zweckmiissig, sich zuerst mit dieser Fundamentalaufgabe zu be-
fagsen.

Man wird zunfichst versuchen, das Anwendungsgebiet der
etwas umsténdlichen Construction moglichst einzuschrinken. (Da-
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zu mag vorgreifend gleich bemerkt werden, dass, auch wenn man
im Sinne der neueren Geometrie den Schnittpunkt einer Geraden
mit einer Ebene als eo ipso gegeben postulirt, man auch hier gut
thun wird, das Mass der Forderung nur auf das Notwendigste
zu beschrdnken.) In dieser Hinsicht lisst sich nun leicht zeigen,
dass es nur erforderlich ist, die Schnittpunkte der Strahlen irgend
eines Strahlenbitndels mit einer einzigen Ebene durch die bewusste
Construction (bezw. durch Postulat) zu bestimmen; fiir jede an-
dere Gerade und KEbene ergibt sich dann der Schnittpunkt durch
eine einfache Linenconstruction. Bezeichnen wir das Centrum
jenes Strahlenbiindels als Hauplpunkt, die Strahlen als Haupt-
strahlen, ferner jene einzige Ebene als Haupiebene, so gestalten
sich die betreffenden Linienconstructionen wie folgt:

Um den Schnittpunkt S eciner beliebigen Geraden 4 B (vergl.
Fig. 2) mit der Hauptebene P zu finden, zieht man nach zwei
beliebigen Punkten 4, B der Ge-
raden Strahlen vom Hauptpunkt O,
bestimmt deren Schnittpunkte «, b
mit der Hauptebene: so schneidet
die Verbindungslinie - ab die ge-
gebene Gerade in dem gesuchten
Spurpunkt S.

Um ferner (vergl. Fig. 2) den
Schnittpunkt 7" einer Geraden A4 B
mit einer beliebigen, durch drei Punkte C, D, I bestimmten
Ebene zu finden, zieht man nach den fiinf Punkten 4, B, C, D,
E Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte «, b, ¢, d, e
mit der Hauptebene. Schneidet dann diec Linie ¢b den Umfang
des Dreiocks ¢de in fund g, und zieht man O f und O g, welche
die entsprechenden Seiten des Dreiecks CD FE in F und G
schneiden, so erhilt man im Schnittpunkt der Linie F' G mit der
Geraden 4 B den gesuchten Punkt T

Hiernach bleibt die Anwendung der in § 1 besprochenen
Construction nur auf die Schnittpunkte von Hauptstrahlen mit
der Hauptebene beschrinkt. — Man wird also weiter bestrebt
sein, {die genannte Construction in dieser Begrenzung so zu
modificiren, dass nur in der Hauptebene gezeichnet zu werden
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braucht und im Raum nur Linien zu ziehen und Punktabstinde
zu messen sind.

Ziunéchst lisst sich die Kuklidische Losung der Hilfsaufgabe
—- von einem Punkt O eine Senkrechte auf eine KEbene P zu
fillen — folgendermassen modificiren: Man verbindet (vergl.
Fig. 3) den Punkt O mit drei
beliebigen Punkten p, ¢, » der
Ebene P und klappt die zwei
Dreiecke »p ¢ O und pr O in
die Ebene um, indem man die
Abstinde p 0, ¢O, r O abmisst
und aus p, ¢, » mit den betref- o
fenden Abstinden Kreishogen Fig. 8.
in der Ebene P beschreibt, welche sich in O, und O, schneiden.
Fillt man dann von O, und O, auf pq und pr Senkrechte,
welche sich in o schneiden, so ist Ow die verlangte Senkrechte.

Hat man nun den Schnittpunkt irgend eines Hauptstrahles
0O 4 mit der Hauptebene zu bestimmen, so fallt man ausser der
ein fiir allemal bestimmten Senkrechten Ow nach demselben Ver-
fahren auch noch vom Punkt A die Senkrechte 4o auf die
Hauptebene.. Zieht man dann wa, so schneidet diese den Haupt-
strahl O A im gesuchten Schnittpunkt a.

Nach diesen Vorbereitungen hélt es nunmehr nicht schwer,
allgemein bei jeder Euklidischen Raumconstruction die in allen
mdoglichen Ebenen sich bewegenden planimetrischen Operationen
in eine einzige Ebene zu iibertragen. s geschieht dies mittelst
des Umklappungsverfahrens. Als Constructionsebene dient wieder
die Hauptebene:

Die Ebene im Raum, in der eine planimetrische Operation
auszufithren sei, sei bestimmt durch die drei Punkte 4, B, C
(vergl. Fig. 4). Um zundchst die Spurlinie der Ebene zu er-
halten, bestimmt man die Spurpunkte der Linien 4 B, BC, CA
auf die oben (S. 45, Mitte) angegebene Weise: Zieht man nach
A4, B, C Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte «, b,
¢ mit der Hauptebene, so schneiden sich @b und AB, be und
BC, ca und C4 in den drei Spurpunkten S, T, U, welche in

K
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einer Geraden liegen, ndmlich in der Spurgeraden der Ebene
ABC. Man kann nun die Umklappung ABE des Dreiecks 4 B C
um diese Spurgerade zeichnen, indem man die Strecken SA,
SB, UA, UC abmisst,
aus S mit §4 und aus
U mit U4 Kreishogen
beschreibt, die sich in 9
schneiden, endlich auf
S A und UA dieStrecken
SB =SB und UG =
U C auftriigt. Die iibri-
gen Punkte der Drei-
ecksebene, die bei der
auszufithrenden  Con-
struction ins Spiel kom-
men, z B. X, werden dann in die Umklappung iibertragen, in-
dem man X B und X C zieht, welche die Spurgerade in 7 und
W schneiden mogen, ferner V8 und WE zieht, welche sich
in X schneiden. Vollzieht man sodann die verlangte planimetrische
Construction in der Hauptebene, so hat man schliesslich die re-
sultirenden neuen Punkte auf umgekehrtem Wege aus der Um-
klappung in den Raum zu iibertragen. Ist also X ein resultiren-
der Punkt in der Umklappung, so zieht man X3 und X €, welche
die Spurgerade in ¥ und W schneiden, zieht ferner V'B und
W C, welche sich im Raumpunkt X schneiden.

Hiemit ist nun bewiesen, dass die constructiven Postuluate
Euklids reducivt werden Lonnen auf die folgenden einfacheren :
Es sei moglich,

1) wm Rawm Punkte durch Linien zu verbinden, die Linien
belicbig zu verlingern und Strecken auf thnen abzumessen.

2) in emer emzigen Ebene Kreise zu beschreiben.

Ks verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass der
Versuch, die Operationen der Kuklidischen Geometrie auf die Be-
niitzung einer einzigen Constructionsebene zu reduciren, schon
bei dem Schnittpunktproblem ganz von selbst auf den Begriff der
wProjection® gefiithrt hat, insoferne man das Hauptstrahlenbiindel
als projicirendes Strahlenbiindel, die Hauptebene als Projections-

Fig. 4.
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ebene auffassen und also z. B. in Fig. 2 Dreieck c¢de als Pro-
jection von Dreieck C D E betrachten kann. Hier ergibt sich
also der Begriff der Projection direct aus der Aufgabe, die
ideellen Raumconstructionen praktisch zu verwirklichen, ganz unab-
hingig vom Sehprocess, aus dessen mathematischer Abstraction
jener Begriff in der Regel abgeleitet wird.

§ 3. Weitere Reduction mit Hilfe des Schnitt-Punktpostulates.
Methode der cotirten Projectionen.

Die Constructionen auf noch einfachere Operationen im Raum
als das Ziehen von geraden Linien und das Abmessen von Strecken
zurtickzufithren, ist, wie wir sechen werden, nicht moglich, solange
wir an den Kuklidischen Postulaten festhalten; es kann aber er-
moglicht werden durch Annahme des Schwitipunktpostulates.

Der nichste Schritt zur weiteren Reduction wiirde der Ver-
such sein, das Ziehen von Geraden und Abmessen von Strecken
im Raum ausschliesslich auf Hauptstrahlen zu beschrinken. Be-
zeichnet man den Abstand eines Punktes von seiner Projection
als seine ,,Cote’, (unter Verallgemeinerung des mit dieser Be-
zeichnung gewohnlich verbundenen Begriffs), so kommen bei dem
Abmessen offenbar bloss Coten in Betracht; denn die Linge
einer beliebigen auf einem Hauptstrahl liegenden Strecke ergibt
sich als Differenz der Coten ihrer Endpunkte.

Mustert man nun die im vorigen Paragraphen besprochenen
Constructionen, so scheinen sich dieselben in der That leicht der-
art modificiren zu lassen, dass von Operationen im Raum nur
das Ziehen von Hauptstrahlen und das Abmessen bezw. Auftragen
von Coten zur Anwendung kommt. Die Modification besteht
darin, dass man das Ziehen von anderen Raumgeraden und das
Abmessen von Raumstrecken in den Umklappungen ihrer pro-
jicirenden Ebenen vornimmt.

Was zuerst die Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden
mit einer beliebigen Ebene anlangt (vergl. Fig.2, S.6), so waren,
um den Schnittpunkt 7' zu gewinnen, im Raum die Linien CE,
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DE, FG 7zu ziehen. Dies kann nun dadurch umgangen werden,
dass man sich zuerst die Cotenldngen fF' und gG ermittelt, in-
dem man die projicirenden Dreiecke ceO und deO umklappt, (man
misst z B. die Coten ¢O, ¢C, €0, elf ab, setzt daraus die Um-
klappnng von Dreieck ceO samt der Linie CF zusammen, zeichnet
die Linie fO mit Schnittpunkt Z' ein und misst fF ab). Sind
die Lingen von fF und gG gefunden, so ist es weiterhin leicht,
die Umklappung der projicirenden Ebene abO mit sdmtlichen in
ihr liegenden Linien zu zeichnen, wodurch man die Projection ¢
sowie die Lénge der Cote {I' des gesuchten Schuittpunktes ge-
winnt. Schliesslich erhidlt man dann den Punkt 7 im Raum,
indem man den Hauptstrahl Of zieht und auf ihm die Cote ¢7'
auftrigt.

In dhnlicher Weise lisst sich die (durch Fig. 4, S. 8) illustrirte
Losung der Aufgabe modificiren: ein beliebig im Raum liegendes
Dreieck ABC in die Hauptebene umzuklappen und umgekehrt
einen Punkt X der Umklappung in den Raum =zu {iibertragen.
Um zunéchst die Spurgerade SU zu finden, klappt man das pro-
jicirende Dreieck abO samt den Punkten 4 und B um, alsdann
ergibt sich Punkt 8 als Schnittpunkt der Linie ab mit der Um-
klappung von AB. Analog bestimmt sich U mittelst Umklappung
des Dreiecks acO. Da diese zwei Umklappungen zugleich die
wahren Lingen von S4 und SB, UA und UC enthalten, so kann
nunmehr die Umklappung AVE des Dreiecks ABC sofort ge-
zeichnet werden. Um weiter den Raumpunkt X aus seiner Um-
klappung X zu erhalten, bestimmt man zuerst die Projection z,
indem man X8 und X€ zieht, welche die Spurgerade in ¥ und
W sehmeiden, dann Vb und We zieht, die sich in 2 schneiden.
Endlich bestimmt man die Cotenlinge zX, indem man das pro-
jicirende Dreieck z¢O umklappt, in der Umklappung Punkt ¢
eintriigt und W zieht, welche von der Umklappung von z0 die
gesuchte Cotenlinge abschneidet. Punkt X im Raum ergibt
sich dann durch Auftragen der Cote 2X auf dem Hauptstrahl Oz.

Man beachte bei diesen Modificationen wohl, dass, withrend
es sich vorher nur um ein Abmessen von Strecken im Raum
handelte, nunmehr auch das Auftragen von Strecken auf Haupt-
strahlen ins Spiel kommt.
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Nun darf aber nicht vergessen werden, dass in allen diesen
Construotionen noch die vorherige Bestimmung der Projectionen
der einzelnen Raumpunkte, also die Bestimmung der Schnittpunkte
von Hauptstrahlen mit der Hauptebene steckt. Die Losung dieser
letzteren Aufgabe aber, wie sie im vorigen Paragraphen gegeben
wurde (vergl. Iig. 3, 8. 7), lidsst sich in keiner Weise auf das blosse
Ziehen von Hauptstrahlen und Abmessen von Coten zurtickfihren.
Wir kommen also zu dem Schluss, dass die versuchte Reduction
nicht moglich ist, solange man an den Buklidischen Postulaten
festhdlt, dass sie aber moglich wird, sobald man das Postulat der
neueren Geometrie fiir Hauptstrahlen und Hauptebene adoptirt.

So gelangt man dazu, die folgenden neuen Postulate betreffs
der im Raum zu vollziehenden Operationen aufzustellen:

Es sei moglich, von einem festen Punkt (Hauptpunkt) einen
Strahl nach jedem Punkt des Raumes zu ziehen, dessen Schnitt-
punkt mit einer festen Ebene (Hauptebene) zu bestimmen und
auf ihm eine Strecke abzumessen und aufzutragen.

Oder anders ausgedriickt:

Fiir jeden Punkt des Raumes sei dessen auf ein gegebenes
Projectionssystem bezogene Projection  bestimmbar und seine Cote
abmessbar und auftragbar.

Damit sind wir nun zu der darstellend-geometrischen ,, Me-
thode der cotirten Projectionen’ gelangt. '

Bei der praktischen Verwertung der Methode wird der Haupt-
punkt oder das Projectionscentrum am bequemsten im Unendlichen
in zur Hauptebene senkrechter Richtung angenommen, wodurch
sich die vorbesprochenen Fundamentalconstructionen principiell
nicht &ndern, wohl aber erheblich vereinfachen.

Auch die azonometrische Constructionsmethode kann in ge.
wissem Sinn unter denselben Gesichtspunkt untergeordnet werden.

§ 4. Die Methode der doppelten Projection.

Bei der zuletzt vorgenommenen Reduction blieb als Restbe-
stand von Operationen im Raum 1) das Ziehen von Strahlen in
einem hestimmten Strahlenbiindel, 2) das Abgreifen und Auftragen
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von Massen auf diesen Strahlen. Das zweite ist jedenfalls eine
weniger einfache Operation als das erste. Man kann daher ver-
suchen, die Constructionen noch weiter zu modificiren dadurch,
dass man die zweite Operation in Wegfall bringt und an ihre
Stelle eine zweite Auflage der ersten Operation treten lisst.

Man wird also neben dem aus Hauptstrahlenbiindel und
Hauptebene bestehenden ersten Projectionssystem noch ein zweites
Hauptstrahlenbiindel einfiihren, welches mit einer zweiten Haupt-
ebene ein zweites Projectionssystem bildet. Der Einfachheit halber
kann man (vergl. Fig. ) den zweiten Hauptpunkt O'in der ersten
Hauptebene P annehmen und die zweite Hauptebene P’ durch
den ersten Hauptpunkt O legen.

Die gegenseitice Lage der Hauptebenen und Hauptpunkte
mag man sich etwa dadurch bestimmt denken, dass die gemein-
schaftliche Schnittkante ¢ der Hauptebenen (Grundschnitt), der
von ihnen gebildete Winkel w, und in jeder Hauptebene der be-
treffende Hauptpunkt gegeben sei. s ist alsdann leicht, die Int-
fernung 00' der zwei Hauptpunkte zu bestimmen. Fillt man
nimlich (vergl. Fig. 5) in P von O die
Senkrechte Om auf g und errichtet in P
auf ¢ im Punkt m eine Senkrechte, welche
die  durch O' mit g gezogene Pa-
rallelen in % schneidet, so  enthilt
Dreieck Omn bei m den Winkel w, Dreieck
On0' ist bei n rechtwinklig; beide Dreiecke
kinnen also in wahrer Gestalt gezeichnet
werden, wodurch sich die Linge von 00 ergibt.

Es ist noch daran zu erinnern, dass gemdss den Krorterungen
in § 2 fir die zweite Hauptebene nicht das Schnittpunktpostulat
vorauszusetzen ist. In der That erkennt man (vergl. Fig. d), dass
wenn « und o' die beiden Projectionen eines Raumpunktes A
sind, die Linien Og¢' und O'a sich in cinem Punkt p des Grund-
schnitts ¢ schneiden missen. Ist also in der ersten Hauptebene
die Projection @ vermdge des Schnittpunktpostulates bestimmt,
so findet sich die zweite Projection ' dadurch, dass man O'a bis
zam Schnitt p mit ¢ zieht, dann Op zieht, welche von O‘4 in
a' geschnitten wird.

Fig. 5.
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Die bei der Methode der cotirten Projectionen erforderliche
Operation des Abmessens und Auftragens von Coten im Raum
kann nunmehr auf folgende Weise umgangen werden:

1) Ist (vergl. Fig. 5) die Linge der Cote a4 abzumessen,
s0 hestimmt man auch noch die zweite Projection a' des Punktes
A auf die oben angegebene Weise. Hierauf kann man (mittelst
der abgemessenen Strecke p O und der ein fir allemal be-
stimmten 0'0) das Dreieck O’'p O in die erste Hauptebene um-
klappen, in der Umklappung Punkt a‘ eintragen, O'a’ und O«
mit Schnittpunkt 4 cinzeichnen und die umgeklappte Cotenlinge
a A abmessen.

2) Ist umgekehrt der Raumpunkt A mittelst Auftragens der
Cote @ A auf dem Hauptstrahl O zu bestimmen, so zieht man
O« bis p und pO. Hierauf klappt man Dreieck O'p O in die
erste Hauptebene um, zieht in der Umklappung Oa, tragt auf ihr
ad gleich der gegebenen Cote auf und zieht 0’A bis a'. Ueber-
trigt man dann Punkt «' aus der Umklappung auf die Linie Op
in der zweiten Hauptebene, so bestimmt sich der Punkt 4 im
Raum als Schnittpunkt der zwei Hauptstrahlen Oa und O‘a’.

Man bemerke, dass die Functionen der zwei Hauptebenen
nicht gleichwertig sind. Wahrend die mit dem Schnittpunktpostulat
behaftete erste Hauptebene als die eigentliche Constructionsebene
fungirt, beschréinken sich die Operationen in der zweiten Haupt-
ebene lediglich auf das Zichen von Strahlen durch O und
das Abmessen, bezw. Auftragen von Strecken (Coten) auf ihnen.
Es erscheinen also die vorher im Raum vollzogenen Abmessungs-
operationen nunmehr in die zweite Hauptebene verlegt. — Ubrigens
konnen die Rollen der zwei Hauptebenen selbstverstindlich be-
liebig getauscht werden.

Wir sind mit diesem Verfahren zu der darstellend-geome-
trischen ,, Methode der doppelten Projection® gelangt.

Bei der praktischen Verwertung der Methode kénnen zum
Zwceck der Vereinfachung der Constructionen die zwei Hauptpunkte
im Unendlichen in zum Grundschnitt senkrechter Richtung ange-
nommen und kann der Winkel w der zwei Hauptebenen gleich
90° gewihlt werden. Man hat dann die ,,Grund- und Awufriss-
Methode* von Monge.
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§ 5. Die Auffassungsweise der Darstellenden Geometrie.

Es ist schliesslich auf einen wesentlichen Unterschied zwischen
unserer seitherigen Betrachtungsweise und der gewdhnlichen An-
schauungsweise der Darstellenden Geometrie aufmerksam zu
machen, wodurch die an das Schnittpunktpostulat sich knipfenden
Schwierigkeiten aufgehoben werden.

Die Euklidische Geometrie geht von der Vorstellung aus,
dass die Punkte ¢m Rauwm in ihrer gegenseitigen Lage unmittel-
bar gegeben seien, und schliesst ihre ideellen Constructionen an
die Raumpunkte direkt an. Indem wir von dieser Auffassung
unseren Ausgang nahmen, mussten wir bei unseren Versuchen,
jene ideellen Constructionen durch Uebertragung auf eine einzige
Constructionsebene zu realisiren, die im Raum gegebenen Punkte
erst in Beziehung zur Constructionsebene setzen dadurch, dass
wir ihre Projectionen bestimmten.

Nun kénnen wir aber dieseVorstellungsfolge auch umkehren,in-
dem wir uns nicht die Punkte im Raum, sondern ihre Projectionen
und Coten (bezw. doppelten Projectionen) urspriinglich gegeben
denken, so dass also die Punkte im Raum nicht unmittelbar,
sondern mittelbar durch jene Bestimmungselemente gegeben er-
scheinen. An Stelle der an die Raumpunkte ankntipfenden ideellen
Forderung der Bestimmung der Projectionen und Coten tritt dann
die ideelle Aufgabe, umgekehrt aus den gegebenen Projectionen
und Coten (bezw. doppelten Projectionen) die Lage der Punkte
im Raum zn ermitteln, bezw. sich in der inneren Vorstellung zu
vergegenwirtigen.

Dies ist nun in der That die gewdhnliche Auffassungsweise
der Darstellenden Geometrie. Durch sie kommen die Bedenken,
die sich gegen dic Annahme des Schnittpunktpostulates fir die
Constructionsebene erheben lassen, in Wegfall. Denn die Frage,
wie denn nun eigentlich die Projection eines im Raum gegebenen
Punktes praktisch bestimmt werden soll, wird dadurch gegen-
standslos.

Berlin, den 5. August 1892



Historische Studie iiber die organische Erzeugung ebener
Curven von den é&ltesten Zeiten bis zum Ende des acht-
zehnten Jahrhunderts.

Von A. v. Braunmihl in Miinchen.

Wenn ich es hier versuche eine kurze Skizze der Bestreb-
ungen zu entwerfen, die seit Entstehung unserer geometrischen
Wissenschaften darauf gerichtet waren, complicirtere Linien als
die Gerade und den Kreis auf organischem Wege zu erzeugen,
so kann es weniger meine Absicht sein, Vollstindigkeit in der
Aufzihlung der hiezu erfundenen Instrumente zu erreichen oder
gar eine eingehende Beschreibung und Kritik derselben von mecha-
nischem Standpunkte aus zu geben, als vielmehr diejenigen Mo-
mente in den einzelnen Entwicklungsepochen der Geometrie klar-
zalegen, aus denen das Bediirfnis nach solchen Mitteln hervor-
ging. Dabei habe ich meine Untersuchung bis gegen Ende des
18. Jahrhunderts fortgefiihrt, weil bis dahin alle Vorbereitungen
getroffen waren, umeine systematische Begriindung der geometrischen
Bewegungslehre zu ermiglichen, die man heute in dem Namen
Phoronomie zusammenfasst.

Unsere Kenntnis von den geometrischen Bestrebungen der
Culturvilker beginnt ungefihr im siebenten Jahrhundert vor
Chr. mit dem Auftreten des griechischen Weisen Thales, dem
Griinder der jonischen Schule. Allein die Kenntnisse dieser
Schule, soweit sie sich aus den spérlichen Nachrichten ersehen
lassen, die auf uns gekommen sind, miissen noch als sehr pri-
mitiv bezeichnet werden, und fanden ihre weitere Ausbildung
erst in der italischen Schule, deren Griinder Pythagoras war
(569—468).
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Obgleich uns nur wenige Namen von hervorragenden Médnnern
aus jener Zeit bekannt sind, die zur Forderung unserer Wissen-
schaft beitrugen, so tritt doch der Charakter der letzteren bereits
mit grosser Deutlichkeit hervor, denn die mathematischen Krifte
centralisirten sich damals bereits auf die Losung dreier Probleme,
die auch in der Folge die hervorragendsten Geister des ganzen
Altertums beschiftigten, und die Erweckung und Ausbreitung
der verschiedensten Gedanken im Gefolge hatten. Es sind dies
das sogenannte delische Problem, nédmlich die Aufgabe einen
Wirfel zu construiren, der doppelt so gross ist als ein gegebener,
dann das Problem, einen Winkel in drei oder mehr gleiche Teile
zu teilen und endlich die Quadratur des Zirkels.

Die intensive Beschiftignng mit diesen drei Problemen,
welche allen Versuchen einer Auflésung mittelst Zirkel und Lineal
beharrlichen Widerstand entgegensetzten, war es, die den scharf-
sinnigen Mathematikern des Altertumes den Gedanken an die
KErzeugung complicirterer Curven nahelegte, mit deren Hilfe die
Losung dieser Aufgaben gelingen sollte und auch mehr oder
weniger gelang. Das erste Problem, dessen sagenhaften Ursprung®)
wir iibergehen, wurde, nachdem es Hippokrates von Chios (um 450)
auf die Aufgabe zuriickgefiihrt hatte: zu zwei gegebenen Strecken
zwei mittlere Proportionalen zu construiren, von Plafo mittelst
eines Instrumentes geldst, das jedoch nur ein unsicheres Heraus-
probiren der gesuchten Losung ermdglichte. Diese von dem
Commentator Eutokius von Askalon**) stammende Nachricht (der
auch Platos Instrument abbildet) gibt wohl zum erstenmal Kunde
von einem Instrumente zur Losung geometrischer Aufgaben und
verdient deshalb hier wenigstens erwithnt zu werden, obgleich das-
selbe nicht zur Erzeugung einer Curve verwendet wurde.

Mit dieser empirischen Ldsung nicht zufrieden, suchten Plato’s
Schiiler nach neuen Mitteln, um die schwierige Aufgabe zu be-
wiltigen und fanden sie auch bald in den Kegelschnitten, deren
Entdeckung wahrscheinlich dem Mendchmus oder dem fast gleich-

*) Vgl. M. Cantor: Huklid w. sein Jahrhundert. Zeitschr, f. Math. u.
Phys. Jhrg. 12. Suppl,, pg. 18.

##) Rutocii Ascalonitae in Archimedis libros de sphaera et cylindro atque
ailos quosdam Commentaria. Basileac 1542. pg. 15.






